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RESUMO
N esta  d is s e r ta ç ã o  e s tu d a -se  o Método de E lem entos F in ito s  p  a d a p ta tiv o  com en - 
fa se  na so lução  de p rob lem as po tenc ia is  e da e las tic id ad e  b id im ensional. Uma atenção  
especial é dad a  aos p rob lem as cu ja  solução a p re se n ta  um com portam en to  s ingu lar. 0  
a lgoritm o em pregado  b a s e ia -s e  no uso de es tim a tiv as  a  p o s te r io r i  do e r ro  de d isc re -  
tização  e no aum ento  se le tivo  da ordem  polinom ial dos e lem en tos de modo a 
e q ü id is tr ib u ir  o e r r o  na  m alha. T rês  m étodos de e s tim a tiv a  de e r ro  a  p o s te r io r i  são 
analisados e im plem entados. O Método de G rad ien tes Conjugados p recondicionado é u sa ­
do na so lução  dos s is te m a s  de equações. P roblem as re p re se n ta tiv o s  são analisados e 
os resu lta d o s  ob tidos com parados com soluções an a lític as .
X X
ABSTRACT
The p  adap tive  F in ite  E lem ent M ethod is used to  solve tw o  dim ensional E la tic ity  
and P o ten tia l P roblem s. Special a tte n tio n  is given to  ax ia lly  sym m etric  p roblem s and 
to  problem s w ith  s in g u la r  so lu tions. The a lgo rithm  employed is  based  on th e  use o f a 
p o s te r io r i  d isc re tiz a tio n  e r r o r  e s tim a tes . The elem ents polynom ial deg ree  a re  
selectively  in creased  in o rd e r  to  e q u id is tr ib u te  th e  e r ro r  on th e  f in i te  elem ent 
g rid . T hree a p o s te r io r i  e r r o r  e s tim a tio n  tecn iques a re  analysed  and im plem ented. 
The P reconditioned C onjugate  G rad ien t Method is  used to  solve th e  l in e a r  system  of 
equations. R ep resen ta tiv e  problem s a re  solved and th e  r e s u l ts  com pared  w ith  
availab le  an a ly tica l and num erica l so lu tions.
1CAPÍTULO 1 
In trodução
1.1 P o rq u e  U t i l i z a r  M étodos A d a p ta tiv o s .
O Método de E lem entos F in ito s (MEF) é a tu a lm en te  a  fe r ra m e n ta  num érica  m ais 
am plam ente  em pregada na M ecânica Com putacional. 0  m étodo vem sendo em pregado p a ra  se 
re so lv e r  uma grande c la sse  de problem as e s tru tu ra is ,  da m ecânica dos flu idos, do 
ele trom agnetism o , e tc .. A pesar de s ign ifica tivos  avanços fe i to s  no desenvolvim ento 
da te o r ia  e de a lgo ritm os p a ra  o m étodo, a concepção de um modelo de e lem entos f in i­
to s , p a ra  a  aná lise  de um determ inado  problem a, b a se ia -se , gera lm en te , no bom senso 
do anaM sta e em ex p eriên c ias  ad q u irid as  com a  solução de problem as s im ila res . Se os 
re su lta d o s  não são considerados coeren tes  a d isc re tiza ç ã o  deve se r  r e f e ita . É, no 
e n ta n to , razoáve l supor que se a  in tu ição  do a n a lis ta  fa lhou  na idea lização  do mode­
lo, o mesmo pode a co n tece r no ju lgam ento  da validade dos resu ltad o s . Devido a  e s ta s  
in c e r te z a s  nos ú ltim os anos tem  havido um c re scen te  in te re sse  em m étodos a d a p ta ti ­
vos. N estes m étodos, m o d ifica -se  au tom aticam en te  o modelo nas reg iões do domínio 
onde a  p rec isão  não é s a t i s f a tó r ia . P a ra  is to  u til iz a -s e , de uma m aneira  ó tim a, a s  
in fo rm ações fo rn ec id as  po r e ta p a s  a n te r io re s  do procedim ento.
Idealm ente, o uso de m étodos ad ap ta tiv o s  to rn a  possível que o u su ário  n ecess ite  
apenas  fo rn e c e r  uma m alha re p re se n ta tiv a  da geom etria  do problem a e um lim ite  supe­
r io r  p a ra  o e rro . 0  com putador, en tão , c r ia  uma seqüência  ó tim a de d isc re tiza ç õ e s  e 
m odelos m atem áticos a té  que o nível de p rec isão  p ré -e s ta b e le c id o  se ja  a lcançado . 
Porém , no es tág io  a tu a l da M ecânica Com putacional, a p e sa r  do con tro le  au to m ático  do 
e r ro  de d isc re tiza ç ã o  j á  se r  uma rea lid ad e , a  ad ap ta tiv id ad e  de m odelos m atem ático s 
a in d a  se en co n tra  em um a fa se  em brionária  (Babuska, 1989).
1.2 P o rq u e  u t i l i z a r  a  V ersão  p A d a p ta tiv a  do MEF.
0  e r ro  de d isc re tiza ç ã o  de uma solução aprox im ada, u ef, ob tida  a tra v é s  do MEF, 
pode s e r  reduzido , por exem plo, a tra v é s  da m udança da  localização  dos nós, do r e f i ­
nam ento  da m alha (ex tensão  h), do aum ento do g rau  polinom ial dos elem entos (ex tensão
2p ) ou a tr a v é s  de com binações (ex tensão  h -p ,  por exem plo). O te rm o  versão  é geralm en­
te  u tiliz a d o  em  re fe rê n c ia  a  im plem entação de algum  tip o  de ex tensão  em um m étodo 
num érico  p a r t ic u la r .  N este  tra b a lh o  o term o  versão  sem pre e s ta r á  re lacionado  ao MEF.
A dec isão  de se  u s a r  a  versão  h , a  versão  p  ou a  versão  h -p ,  p a ra  se reso lver 
um d e te rm in ad o  p rob lem a, depende do com portam ento  da solução e x a ta . A solução, u , de 
um p rob lem a de v a lo r  no con torno  é a  segu ir c la ss if ica d a  levando-se  em consideração  
a  m alha de e lem en tos f in ito s  u til iz a d a  na d isc re tização  do dom ínio (Szabó, 1990a,b):
C ategoria  A. u  é a n a lí t ic a 1 em todos os elem entos f in ito s , incluindo os resp ec­
tivos con to rnos.
P a ra  os p ro b lem as p e rte n ce n te s  à  e s ta  c a teg o ria , o m étodo de con tro le  m ais e f i­
caz  do e r ro  de d isc re tiz a ç ã o  é a tra v é s  do aum ento da  ordem  polinom ial dos elem entos, 
pois, n e s te  caso , a  e n e rg ia  de defo rm ação  da função  e rro  decresce  exponencialm ente 
quando a  v e rsã o  p  é usada.
C ateg o ria  B. u  é a n a lític a  em cada  elem ento f in ito , incluindo os contornos de 
cada  e lem ento , com a  excessão  de alguns dos v é rtice s . Os pontos onde u não é 
a n a lí tic a  são  cham ados de pon tos s ingu la res .
P a ra  os p rob lem as n e s ta  c a te g o ria  a  solução e x a ta , na  v izinhança dos pontos 
s in g u la re s , pode s e r  e s c r i ta  como a  som a de uma função  suave e um a função  na seguin­
te  fo rm a
onde:* r , 0  são  coo rdenadas p o la re s  c e n tra d a s  no ponto s ingu lar.
• Aj são  c o e fic ie n te s  que dependem  do ca rregam en to .
• é um núm ero  rac io n a l m aio r que zero .
• $[(0 ) é um a função  suave ou suave por p a rte s .
• r 0  é o r a io  de convergência , ou se ja , define  a  reg ião  de validade da 
e x p re ssã o  ( 1 . 1 )
1 Uma função é a n a lític a  em um ponto se ela pode se r expandida em Série de Taylor em 




3D iz-se  que um p rob lem a e s tá  fo r te m e n te  na  c a te g o ria  B se  X = min Xj ( i= l,2 ,..)  
f o r  m enor que 1 , caso  c o n trá r io , d iz -se  que o problem a e s ta  f r a c a m e n te  na c a te g o ria  
B. P a ra  os p rob lem as fo rte m e n te  na  c a te g o ria  B a  ten são  m áxim a é in f in ita  no ponto 
sin g u la r, enquan to  que p a ra  os p rob lem as fra c a m e n te  na  c a te g o ria  B a  ten são  é f in i ta  
em todo o dom ínio (no e n ta n to  g ran d ezas  re lac io n ad as com d eriv ad as  de o rdens su p e ri-J
o res  a  1  podem s e r  in f in ita s  no ponto  s ingu lar).
0  uso da  v e rsão  h - p  é o m étodo de con tro le  m ais e fic ie n te  dos e r ro s  de d isc re -  
tiz a çã o  p a ra  os p rob lem as p e rte n ce n te s  à  c a te g o ria  B. A e n e rg ia  de defo rm ação  da 
função  e rro , tam bém  n e s te  caso , d im inu irá  exponencialm ente. E s ta  m esm a ta x a  de con­
vergênc ia  da  so lução  pode s e r  o b tid a  se a  versão  p  fo r  u tiliz a d a , desde que se u t i ­
lize m alhas que consigam  iso la r  os pontos s in g u la res  (p a ra  d e ta lhes  veja  o 
C apítulo 7).
C ategoria  C. N este  caso  a  m alha não pode se r  co n stru íd a  de modo que os pontos 
s in g u la re s  coincidam  com os v é rtic e s  dos elem entos ou que a s  reg iões  onde ocorrem  
m udanças a b ru p ta s  n a s  d e riv ad as  de u , ta is  como in te rfa c e s  e n tre  m a te ria is  d ife ren ­
te s , coincidam  com co q to rn o s in te r-e lem en to s . N este caso  a  v e rsão  h, com o re f in a ­
m ento constru ído  a d a p ta tiv a m e n te , é a  m elhor escolha.
Segundo Szabó, (1990a) to d o s  os problem as da e la s to e s tá tic a  lin e a r  e da e la s to -  
dinâm ica l in e a r  e v á rio s  p rob lem as não lin ea re s  pertencem  à  c a te g o ria  A ou B. P o r­
ta n to  as v ersões p  e h - p  são  de su b s tan c ia l im portânc ia  p a ra  a  engenharia .
A pesar da v e rsão  h - p  a p re s e n ta r  teo ricam en te  um a ta x a  de convergência  exponen­
c ia l, p a ra  os p rob lem as das c a te g o ria s  A e B, ex istem  g ran d es d ificu ldades p a ra  a  
sua  im plem entação de um a fo rm a  e fic ie n te  devido, p rinc ipalm en te , a  necessidade de 
uma com plexa e s t r u tu r a  de dados e a  d ificu ldade  em se  d ec id ir e n tre  o re fin am en to  h 
ou o en riquecim ento  p  de um de te rm inado  elem ento da m alha. O f a to  de a inda  hoje não 
e x is t i r  nenhum  p ro g ram a  com ercia l, e apenas alguns poucos de pesqu isa , que u tilize  a 
versão  h -p  do MEF é um re f le x o  d e s ta s  d ificu ldades p rá tic a s .
Devido a  tudo  is to  n e s te  tra b a lh o  u til iz a -s e  a  versão  p  a d a p ta tiv a  do Método de 
E lem entos F in ito s.
1.3 M otivação  p a r a  e s te  T ra b a lh o  e C onteúdo  dos C a p ítu lo s .
A p rinc ipal m otivação  p a ra  o estudo  da versão  p  a d a p ta tiv a  do MEF é o fa to  de
4que p ra tic a m e n te  tudo  o que fo r  desenvolvido e im plem entado d u ran te  e s te  trab a lh o , 
ta l  como, e s t r u tu r a  de dados, m étodos de solução, e s tim ad o res  de e rro , e tc ., não tem  
a  sua  ap licab ilidade  lim itada  aos problem as e s tu d ad o s aqui, m as, são  ap licáveis a  
um a am pla c la sse  de problem as da M ecânica Com putacional.
Nos cap ítu lo s  subseqüentes, p ro cu ro u -se  não apenas d escrev er fo rm alm ente  o t r a ­
balho desenvolvido, m as, tam bém  p a ssa r , sem pre que possível, experiênc ias adqu iridas  
d u ra n te  o seu desenvolvim ento.
Os estudos desenvolvidos e os resu lta d o s  ob tidos e s tã o  o rgan izados da segu in te  
fo rm a:
No C apítulo 2 são ap resen tad as  algum as defin ições que são n e c essá ria s  nos 
c ap ítu lo s  segu in tes. N este  capítu lo  tam bém  são  re v is to s  vá rio s  m étodos encon trados 
na l i te r a tu r a  p a ra  a  e s tim a tiv a  a  p o s te r io r i  do e r ro  de d isc re tiza ç ã o  no MEF. Uma 
rev isão  da fo rm u lação  variacional do problem a de Poisson  e de problem as da e la s tic i­
dade Irnear e s tá t ic a , f a z  p a r te  do conteúdo do C apítu lo  3. As equações de elem entos 
f in ito s  são deduzidas no C apítulo 3.
No C apítulo 4 são d iscu tidos vários asp ec to s  do uso de bases h ie rá rq u ic a s  no 
MEF. A im plem entação de um elem ento h ie rá rq u ico  de ordem  polinom ial p  tam bém  é t r a ­
ta d a .
Dois m étodos p a ra  a  es tim a tiv a  a  p o s te r io r i  do e r ro  de d isc re tiza ç ã o  no MEF, o 
Método dos Resíduos em Elem entos e o m étodo baseado  em pós-p rocesam en to  da solução , 
são t ra ta d o s  no C apítulo 5.
Algumas das técn icas  com putacionais, u til iz a d a s  no p ro g ram a  p  adap ta tiv o  desen­
volvido, são  os a ssu n to s  do C apítulo 6  e do Apêndice A. F inalm ente, no C apítulo 7, 
a p re s e n ta -s e  os re su lta d o s  obtidos com e s te  p ro g ram a, e, no Capítulo 8 , a s  p rin c i­
p a is  conclusões d este  estudo  e sugestões p a ra  con tinu idade do mesmo.
5CAPÍTULO 2
Definições, T ipos de Erros, Estimadores de Erros e Estratégias Ad aptativas
2.1 In tro d u ç ã o .
O o b je tivo  d e s te  cap ítu lo  é fo rn ece r ao le i to r  um a id é ia  g e ra l das v á ria s  d e fi­
n ições e conceito s  envolvidos quando se u tilizam  téc n ica s  a d a p ta tiv a s  no Método de 
E lem entos F in ito s  (MEF).
Além de a lgum as defin ições que são n e c essá ria s  nos cap ítu lo s  segu in tes, na 
Seção 2 .3  são  re v is to s  os p rinc ipais  tipos de e rro s  e x is te n te s  em um a solução ap ro ­
x im ada- o b tid a  pelo MEF. A segu ir são rev is to s  se te  m étodos encon trados na l i te r a tu ra  
p a ra  a  e s tim a tiv a  a  p o s te r io r i  do e rro  de d isc re tiza ç ã o . T rê s  d e s ta s  técn icas  são 
u til iz a d a s  n e s te  tra b a lh o  e duas delas, o Método dos Resíduos em E lem entos e a 
téc n ica  b a sea d a  em pós-p rocessam en to  da solução, são  d iscu tid as  em de ta lhes  no 
C apítu lo  5.
2 .2  A lgum as D e f in iç õ e s  N e c e ssá r ia s .
São defin idos a  se g u ir  alguns term os que são  u tiliz a d o s  nas seções e cap ítu los 
subseqüen tes  e que fazem  p a r te  do ja rg ã o  da M ecânica Com putacional. As defin ições se 
re s tr in g e m , g e ra lm en te , ao caso de domínios b id im ensionais d ic re tiz ad o s  po r elem en­
to s  f in i to s  tr ia n g u la re s , q uad rangu lares  ou por ambos.
PARÂMETROS DE MALHA (Oden & Reddy, 1976).
P arâm etro  d e  m alha  h e  h. D efine-se h como sendo
h  = max{ h 1 ,h 2 , . . ,h e...... hE > (2 . 1 )
onde E é o núm ero de elem entos fin ito s  da m alha e he é o d iâm etro  do elem ento Í2e 
defin ido  por
6h e = m ax  llx -  yÜRn
x .y
e  £2 .
= max í  E  |xt -  y j 2! 





N ote que h e é igual ao d iâm e tro  do m enor círcu lo  que contém  o elem ento  (vide 
F ig u ra  2.1). 0  p a râ m e tro  de m alha  h fo rn ece  uma m edida do g rau  de re f in o  da  m alha.
A nalogam ente d e fin e -se
h = min{ h v h 2, . . ,h E }
P arâm etro  d e  M alha  p.
p  = min{ p j ,p 2 , . . , p e,.. ,p £  ) 
onde p e = sup{ d iâm e tro  de todos os c írcu lo s  contidos em fie >, vide F ig u ra  2.1.
(2.4)
(2.5)
Fig. 2.1. P a râ m e tro s  h e e pe (Oden & Reddy, 1976). 
P a râm etro  d e  M alha  y . O núm ero re a l  y  é definido po r
K = h /  h
Quando y = 1 a  m alha é  d i ta  s e r  h -u n ifo r m e  (vide F ig u ra  2 .2). 
SEQUÊNCIA DE MALHAS QUASE-U N I FORMES (Babuska & Szabó, 1982).
Uma seqüência  de m alhas IM é d ita  s e r  quase-un ifo rm e se e x is te  um núm ero  fix o  




G ro sse iram en te , is to  s ig n ifica  que a  fo rm a  e o tam anho dos e lem entos não variam  
m uito a  m edida que se  re f in a  a  m alha (Z ienkiew icz & C raig , 1986).
SEQUÊNCIA DE DISTRIBUIÇÕES p  QU ASE-U N I FORMES (Babuska & Szabó, 1982).
Os p a râ m e tro s  de m alha p max e p mln são  defin idos resp ec tiv am en te  p o r
Pmax = m ax< P i.P 2 .--.Pe > (2.7)
Pmin = m in< P i.P 2 .--.Pe > (2 . 8 )
onde E é o núm ero  de elem entos f in ito s  da m alha e  p x é a  ordem  polinom ial do i-ésim o 
elem ento. Se p max = P min a  d is tr ib u ição  é d ita  s e r  p -u n ifo rm e .
Uma seqüência  de d istr ib u içõ es  P é d ita  s e r  q u ase-u n ifo rm e  se  e x is te  um núm ero 




/ 1 / / 1 / / / / /
/ / / / / / / /
/ / / / / / / /
/ / / / / / / /
/ / / / / / / /
/ / / / / / / /
/ z 1/ / / / / /
/ / / / / / / /
/ / / / / / / /
/ / / / / / / /
(c)
Fig. 2 .2 . (a) Malha h -u n ifo rm e . (b) M alha q u ase-un ifo rm e .
(c) M alha h -u n ifo rm e  (re finam en to  h -u n ifo rm e  d a  m alha (a) ) (Oden & Reddy, 1976).
ANINHAMENTO DE MALHAS (Demkowicz & Oden, 1988).
Uma nova m alha re s u lta n te  de um re fin am en to  local ou global é d ita  e s ta r  
aninhada  ("nested") na m alha an tig a , se e la  contém  todos os nós p e rten cen te s  à  m alha
8a n tig a . M atem aticam en te  is to  s ig n ifica  que os re f in am en to s  consecutivos produzem  uma 
seqüência c re sc e n te  de espaços de elem entos f in ito s
Xh c Xh c ...c X* c Xh+1c .. (2.10)
No caso  de p rob lem as e líp tico s  au toad jun to s  e s te  an inham ento  i r á  g a ra n t ir  (com 
a  in te g raç ã o  e x a ta  d a  rig id e z  e das ca rg as) um com portam en to  m onotônico do funcional 
da en erg ia  po ten c ia l.
E s ta  p ro p rie d ad e  é especialm ente  im portan te , pois p e rm ite  o uso de Métodos Mul- 
tin ível p a ra  a  so lução  dos s is tem as de equações re s u l ta n te s . E s te s  m étodos i te r a t i ­
vos u tilizam  um a seqüência  an inhada de d isc re tizaçõ es  de um a reg iã o  (R ivara , 1984).
REFINAMENTO h, LOCAL E GLOBAL.
Uma m alha  pode s e r  re f in a d a  globalm ente subd iv id indo-se  sim u ltaneam en te  cada um 
dos e lem entos da  m alha, em elem entos m enores. Se apenas a lguns elem entos são subdi­
vididos o re f in am e n to  é d ito  s e r  lo ca l. N este caso, g e ra lm en te , surgem  nós irre g u la ­
re s . Em Dem kowicz & Oden, (1988) podem se r  encon trados a lguns a lgo ritm os p a ra  r e f i ­
nam ento h local e su a s  co rresponden tes e s tru tu ra s  de dados.
MALHAS REGULARES E IRREGULARES.
Como re su lta d o  de um refinam en to  h local, podem s u rg ir  nós ir r e g u la re s . Um nó é 
d ito  s e r  r e g u la r  (Denkowicz e t  a l., 1989) se ele é um v é rtic e  de cada um dos elem en­
to s  vizinhos, de o u tro  modo, ele é d ito  s e r  irre g u la r . Se todos os nós em um a m alha 
são re g u la re s , e n tão  a  m alha é d ita  se r  reg u la r . Em m alhas b id im ensionais o núm ero 
m áxim o de nós ir r e g u la re s  em um lado de um elem ento  é cham ado de ín d ic e  de  
irre g u la r id a d e . M alhas com um índice de irre g u la rid a d e  igual a  um são  cham adas de
1 - ir r e g u la r . Na F ig u ra  2 .3  são  m ostrados exem plos de m alhas re g u la re s  e ir re g u la re s .
REFINAMENTO h LOCAL REGULAR E IRREGULAR.
Se após com pletados os passos de um dado a lg o ritm o  de re fin am en to  local não 
e x is tire m  nós i r re g u la re s , o m étodo de refinam en to  é d ito  s e r  re g u la r  (Demkowicz & 
Oden, 1988). N este  caso , quando um elem ento é subdividido, p a ra  e lim in a r-se  os nós 
ir re g u la re s  p o rv e n tu ra  c riad o s, os seus vizinhos tam bém  devem s e r  re fin ad o s . A ques­
tão  c ru c ia l no a lg o ritm o  é que os novos elem entos não se jam  d is to rc id o s  e que o r e -
9finam en to  perm aneça local, ou se ja , não se propague p o r todo o dom ínio. Se após o 
re fin am en to  e x is tirem  nós irre g u la re s , o m étodo de re fin am en to  é d ito  s e r  ir re g u la r , 
sendo que o índice de irre g u la rid a d e  perm itido  v a ria  de m étodo p a ra  m étodo.
MALHA ÓTIMA.
D efine-se  m alha ó tim a como sendo aquela  que fo rn ece  o m enor e r ro  (e r ro  ó tim o), 
medido em uma d e te rm inada  norm a, p a ra  um dado núm ero de g rau s  de lib e rd ad e  (Gago e t 
a l., 1983). Note que a  m alha ó tim a é dependente do tip o  de elem ento usado  na d is c re -  
tização .
Pode-se  p rovar, no caso  de p rob lem as unidim ensionais, que o va lo r do e r ro  ótim o 
é es táve l em re lação  a  p e rtu b açõ es na  m alha (Babuska & Rheinboldt, 1979a). P o rta n to  




Fig. 2 .3 . Exem plos de m alhas reg u la re s  e irre g u la re s : (a) e (b) m alhas 
reg u la re s ; (c) m alha 1 - ir re g u la r ;  (d) m alha 2 - ir re g u la r .
Babuska & Rheinboldt, (1979a) dem onstraram  tam bém  que o e rro , m edido na  norm a 
da energ ia , é co n stan te  em todos os elem entos da m alha ó tim a (veja  tam bém  Gago e t  
a l., 1983). A pesar d e s ta  dem onstração  t e r  sido f e i ta  no con tex to  de p rob lem as u n id i-
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m ensiona is , a  e q ü id is tr ib u ição  de e r ro  e n tre  os e lem entos da m alha tam bém  é usada 
como id é ia  b ás ic a  nos a lg o ritm o s  a d a p ta tiv o s  p a ra  p rob lem as em duas e em t r ê s  dimen­
sões (B abuska & R heinboldt, 1979b). 0  a lgo ritm o  ap resen tad o  no C apítulo 6  b a se ia -se  
n e s ta  idéia .
"REM ESH IN G " ADAPTATIVO DE Z IE N K IE W IC Z .
Segundo Z ienkiew icz e t  a l .,  (1989a) o p rocesso  de sucessivos refinam en tos  h 
lo ca is , a té  que um a p re s c r i ta  p rec isão  s e ja  ob tid a , nãò é e fic ien te . Como uma a l te r ­
n a tiv a  p a ra  e s te  p rocesso , Z ienkiew icz & Zhu, (1987) propoem  um a m aneira  de se o b te r 
um a m alha  quase  ó tim a, na  qual os e r ro s  nos e lem entos se jam  quase iguais e o e rro  
to ta l  s e ja  m enor que o lim ite  perm itid o .
Is to  pode s e r  fe i to  (Z ienkiew icz & Zhu, 1987; Z ienkiew icz e t  a l., 1989a; 
Z ienk iew icz e t  a l., 1989b) a tra v é s  da e s tim a tiv a  do tam anho dos elem entos -  de modo 
a  e q ü id is tr ib u ir  o e r ro  na  m alha -  u tilizan d o  ind icadores de e r ro  llellj (veja  a  Seção 
2 .4):
S uponha-sé  que o e r ro  re la tiv o  g lobal perm itido  se ja
onde 1 1 .1 1 é um a norm a ap ro p riad a .
C onsiderando-se  que o e r ro  nos e lem entos se jam  iguais, o e r ro  adm issível em 
c ad a  elem ento  é obtido da segu in te  m aneira :
D efin indo-se
E
IIeII2  = £  11 eIIf , (2 . 1 2 )
1=1
onde 1 e II t é a  norm a da en erg ia  do e r ro  no i-és im o  elem ento e E é o núm ero de elem en­
to s  da m alha, tem -se
IIeII2  = E e* = tj2  llull2  (2.13)
logo, o e r ro  adm issível em cada elem ento é dado por:
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e, T) Hull _J_ T1 HullËJ77Z £T 77 (2.14)m
onde u é um a so lução  aproxim ada.
Sabendo-se  que, sob c e r ta s  condições (Z ienkiew icz e t  a l . ,  1989a)
IleII < C h mln(p,X) (2.15)
onde C não depende de h , p  é o g rau  polinom ial d as  funções b ase  u til iz a d a s  e \  é uma 
co n stan te  que depende da  suavidade da solução, te m -se , ap rox im adam en te , que
A m alha quase  ó tim a pode se r  con stru id a  u til iz a n d o -se  os p a râ m e tro s  h1( calcu­
lados em (2.16), p a ra  c o n s tru ir  funções densidade de m alha  u sa d as  po r g e rad o res  au­
tom áticos. Um g e ra d o r  que u til iz a  e s te  tipo  de função  é a p re se n ta d o  em P e ra ire  e t 
a l., (1987) e em Lo, (1985). G eradores d este  tip o  g e ra lm e n te  u tiliz a m  elem entos t r i ­
angu la res . Um exem plo d es te  procedim ento é a p re sen tad o  n a  F ig u ra  2.4.
(2.16)
onde e k = X p a ra  elem entos próxim os à  s in g u la rid a d es  e k = p  caso
m
c o n trá rio .
m i ' H t  j p=l °
1.0
(a) (b) (c)
Fig. 2 .4 . Rem eshing adap ta tiv o  de Z ienkiew icz. (a) M alha in ic ia l e 
c a rre g am e n to  im posto, (b) Remeshing a d a p ta tiv o  d a  m alha  (a), 
(c) Rem eshing adap ta tivo  da m alha  (b).
N o te-se  que como as  m alhas ob tidas por e s te  p ro cesso  não e s tã o  aninhadas, não é
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possível e m p reg ar M étodos M ultinível p a ra  a  solução dos s is tem as de equações. Uma 
g ran d e  van tagem  d e s ta  e s tr a té g ia  é que e la  pode s e r  fac ilm en te  in tro d u z id a  nos p ro ­
g ram as  com ercia is  de elem entos f in ito s  j á  e x is te n te s .
2 .3  P r in c ip a is  T ip o s  d e  E r ro s  n a  S o lução  O b tid a  p e lo  M étodo de  E le m e n to s  F in ito s .
2.3.1 In tro d u ç ã o .
A ap licação  dô Método de E lem entos F in ito s  (MEF) p a ra  a  solução de um dado p ro ­
b lem a pode s e r  subdiv id ida em q u a tro  e ta p a s  (Cago, 1985)
• E tap a  1 -  E scolha do modelo m atem ático .
• E tap a  2 -  Escolha da d isc re tiza ç ã o  do domínio.
• E ta p a  3 -  Solução num érica  do s is te m a  de equações re s u lta n te .
• E ta p a  4 -  A nálise e in te rp re ta ç ã o  dos resu ltad o s .
D eve-se n o ta r  que cad a  um a d e s ta s  e ta p a s  im plica  em aprox im ações cu jos e fe ito s  
podem s e r  ad icionados ou cancelados. Em g e ra l o u su ário  do m étodo desconhece a  mag­
n itude  dos d ife re n te s  e rro s .
Além do possível e r ro  na  escolha do m odelo m atem ático  ap ro p riad o , o u tra s  fo n tes  
de e r ro . são  o uso de um núm ero f in ito  de g ra u s  de liberdade, uso de um con jun to  f i ­
n ito  de núm eros r e a is  re p re se n tá v e is  po r um com putador e, em alguns p rob lem as (pro­
pagação  de ondas p o r  exem plo), a  ap licação  do MEF não ao modelo m atem ático , m as a 
um a ap rox im ação  d este . Nas p róx im as seções são  d iscu tid o s  brevem ente  e s ta s  d iversas 
fo n te s  de e r ro s  com o in tu ito  de id e n tif ic a r  exa tam en te  o tipo  de e r ro  que se  e s ta rá  
estudando  n e s te  tra b a lh o .
2 .3 .2  E r ro s  n a  M odelagem  M a te m á tic a .
0  m odelo m atem ático  no qual um a dada  an á lise  se b ase ia  é um a a b s tra ç ã o  do s is ­
tem a  f ís íco  re a l . D u ran te  e s ta  a b s tra ç ã o , po r conveniência, são  re a liz a d a s  vá rias  
s im p lificações com re la çã o  a  geom etria  do dom ínio, p a râ m e tro s  do s is te m a  e a  e s tru ­
tu r a  funcional da  so lução  (Utku & Melosh, 1984).
0  e r ro  na m odelagem  m atem ática  é defin ido  como sendo a  d ife re n ç a  e n tre  a 
solução e x a ta  u (x )  ( re sp o s ta  do modelo m atem ático) e os va lo res m edidos no sistem a
* fís ico  nos pontos co rresp o n d en tes  (Utku & Melosh, 1984).
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A m ecânica N ew toniana, a  te o r ia  de vigas e a  te o r ia  de p lacas  f in a s  são exem ­
p los de m odelos m atem áticos de s is tem as f ís ico s  re a is . Os e rro s  na m odelagem  
m a te m á tic a  se rão  pequenos se as  h ipóteses con tidas  no m odelo fo rem  razoáve is  p a ra  o 
s is te m a  r e a l  rep re sen tad o  pelo mesmo. Por exem plo, p a ra  se  u sa r  a  te o r ia  de v igas de 
E u le r-B ern o u lli a  re lação  e n tre  a  a ltu ra  e o com prim ento  da  viga deve se r  su fic ie n ­
tem e n te  pequena.
Segundo Babuska, (1989) num dos a rtig o s  p re c u rs so re s  sob re  m odelagem  m ate m á tic a  
a d a p ta tiv a , com a  tecno log ia  a tu a l dos com putadores e e s tad o  da a r t e  da M ecânica 
C om putacional, o e r ro  na  form ulação  m atem ática  to rn a - s e  cada  vez m ais a  fo n te  
p r im á r ia  de in ce rte z a s  dos resu ltad o s num éricos.
2 .3 .3  E r ro s  de A rred o n d a m e n to .
E s te s  e rro s  são causados pela lim itação  dos com putadores d ig ita is  na  re p re se n ­
ta ç ã o  de núm eros rea is . Devido a  lim itação  do com prim ento  das p a la v ra s  u til iz a d a s  
pelos com putadores, apenas um subconjunto f in ito  dos núm eros re a is  podem se r  r e p re ­
se n ta d o s  n e s ta s  m áquinas. Nenhum núm ero irra c io n a l e apenas  alguns núm eros ra c io n a is  
podem  s e r  represendados.
Segundo Utku & Melosh, (1984) a  m agnitude do e r ro  de arredondam en to  ao se ex e­
c u ta r  o p rodu to  a Tb de dois ve to res a  e b, de ordem  n, em um a m áquina com um a m an - 
t i s s a  de l b its , é dada por
|e |  s  n IIaII llbll 2~l (2.17)
onde 1 1 . 1 1  é um a norm a ap ro p riad a .
P o rta n to , p a ra  se m inim izar os e rro s  de arredondam en to , deve-se  u s a r  p a la v ra s  
com m a n tis sa s  de g rande com prim ento, variáveis  de pequena m agnitude (norm a pequena) 
e d im ensões dos a r ra n jo s  m enores (n). Porém  is to  nem sem pre  é possível.
Uma o u tra  conseqüência de se u til iz a r  m áquinas com p rec isão  f in i ta  é que sem pre  
e x is te  um lim ite  p a ra  o refinam en to  da m alha, a lém  do qual os va lo res ca lcu lados 
e s ta r ã o  to ta lm en te  e rra d o s , sem re lação  algum a com o modelo.
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2 .3 .4  E r r o s  d e  D is c re t iz a ç ã o  e  E r ro s  d a  Solução .
O e r r o  de d isc re tiz a ç ã o , e , re p re se n ta  a  d ife ren ç a  e n tre  a  solução ex a ta , u (x ), 
do m odelo m a te m á tic o  e a  solução aproxim ada, up(x ), ob tida  u tiliz a n d o -se , por exem­
plo, o M étodo de E lem entos F in ito s (Babuska & Noor, 1986). E ste  e r ro  é uma 
d e c o rrê n c ia  do p a rtic io n a m e n to  do domínio e da  esco lha das funções de in terpo lação . 
N ote que u p(x ) é  d ife re n te  dos valo res fo rnecidos pelo com putador.
e  = u  -  u p ' (2.18)
E s te s  e r r o s  são  causados pelo uso de um núm ero f in ito  de g ra u s  de liberdade, no 
s is te m a  d isc re tiz a d o , p a ra  re p re s e n ta r  os in fin ito s  g rau s  de lib e rd ad e  do modelo 
m atem á tico  (U tku & M elosh, 1984).
Mesmo quando a  so lução  e x a ta  não é conhecida é possível e s tim a r  q u a n tita tiv a ­
m ente  o e r r o  de d isc re tiz a ç ã o  e d e te rm in a r a  ta x a  de m udança do e r ro  a  m edida que o 
número* de g ra u s  de lib e rd ad e  do modelo d isc re tizad o  é aum entado (Babuska & Noor, 
1986).
E x is tem  do is  tip o s  de e s tim a tiv a s  do e rro  de d isc re tização : e s tim a tiv a  a p r io r i  
e e s tim a tiv a  a  p o s te r io r i .
A e s tim a tiv a  a  p r io r i  é baseada  (Babuska & Noor, 1986) no conhecim ento de ca­
r a c te r í s t i c a s  d a  so lução , como o seu g rau  de suavidade, e fo rn ece  um a inform ação 
q u a li ta t iv a  so b re  a  t a x a  de convergência a ss in tó tica .
Na e s tim a tiv a  a  p o s te r io r i  (Babuska & Noor, 1986) u t i l iz a -s e  in form ações ob ti­
das d u ra n te  o p ro ce sso  de solução, além  de algum as h ipó teses f e i ta s  a  p r io r i  sobre  a 
solução. D ife re n te m en te  d a  an á lise  a  p r io r i, as  e s tim a tiv as  f e i ta s  a  p o s te r io r i  po­
dem fo rn e c e r  m ed idas p re c isa s  do e rro  de d isc re tização . Na Seção 2 .4  são  ap re se n ta ­
das as  p r in c ip a is  té c n ic a s  u til iz a d a s  p a ra  e s te  tipo  de análise .
Um tip o  de e r ro  que m u itas  vezes é confundido com o e r ro  de d isc re tiza ç ã o  é o 
e rro  da s o lu ç ã o ,  defin ido  p o r (Utku & Melosh, 1984)
e s = u  -  u c (2.19)
onde u c são  os v a lo re s  fo rn ec id o s  pelo com putador.
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Na rea lid a d e  e s te  e r ro  inclu i, além  do e r ro  de d isc re tiza ç ã o , e r ro s  de a rre d o n ­
dam ento , e r ro s  devido a  sub in teg ração  das m a tr iz e s , e r ro s  causados pela  
re p re se n ta ç ã o  polinom ial do ca rreg am en to , e r ro s  na  re p re se n ta ç ã o  da g e o m e tria  do 
dom ínio, e tc . Porém  é comum c o m p a ra r-se  o e r ro  de d isc re tiza ç ã o , estim ado  p o r algum  
m étodo, com o e r ro  da  solução.
2 .4  C la s s if ic a ç ã o  d a s  T é c n ic a s  de  E s tim a tiv a  a p o s te r io r i  do E r ro  de D is c re t iz a ç ã o .
2.4.1 In tro d u ç ã o .
A tualm ente  um a q u es tão  c ru c ia l em M ecânica Com putacional é a  capac idade  de se 
m elh o rar au to m a ticam en te  a  qualidade de um a solução num érica. Uma so lução  ap ro x im a­
da, o b tid a  pelo M étodo de E lem entos F in ito s, pode s e r  m elhorada, po r exem plo; re a lo -  
cando -se  os nós, au m en tan d o -se  localm ente a  ordem  da  aprox im ação , re f in a n d o -se  a  
m alha, e tc . Im plíc ito  em cad a  um desses m étodos, d ito s  ad ap ta tiv o s , e s tá  a  cap ac id a ­
de de se  a v a lia r  localm en te , de algum a m aneira , a  qualidade da aprox im ação . E s ta  
qualidade é m edida pelo e r ro  de d isc re tiza ç ã o  em um a norm a a p ro p riad a . P o r ta n to , uma 
p a r te  fu ndam en ta l de um m étodo ad ap ta tiv o  é a  e s tim a tiv a  a  p o s te r io r i  do e rro , local 
e g lobal, da ap rox im ação . Nas p róx im as seções são  a p re se n ta d a s  suc in tam en te  a s  p r in ­
c ipa is  téc n ica s  u til iz a d a s  p a ra  a  e s tim a tiv a  a  p o s te r io r i  do e r ro  de d isc re tiz a ç ã o  
em prob lem a e líp tico s  lin e a re s . E s tes  m étodos, gera lm en te , estim am  a  no rm a da  e n e r­
g ia  do e r ro  de d isc re tiz a ç ã o , defin ida  po r (Babuska & Suri, 1990)
II e IIE = B (e ,e ) 1 / 2  (2 .20)
onde B(., .)  é a  fo rm a  b ilin e a r  a ssoc iada  ao problem a em questão  (vide C ap ítu lo  3) e 
e  = u  -  u p. E s ta  m edida e s tá  re lac io n ad a  com a  ra iz  m édia q u a d rá tic a  (RMS) do e rro  
nas ten sõ es  em todo  o dom ínio (Szabó, 1990a,b) e é equivalen te à  norm a de HJ(Í2) (Ba­
buska 8 c Szabó, 1982)
0  te rm o  in d ic a d o r  d e  e rro  é usado p a ra  d e n o ta r  uma e s tim a tiv a , g e ra lm en te  
g ro sse ira , do e r ro  em um determ inado  elem ento  da m alha. Os ind icado res de e r ro  f o r ­
necem  in fo rm ações p a ra  o co n tro le  ad ap ta tiv o  do e rro . O term o  e s tim a d o r  d e  e rro  é 
usado p a ra  d e n o ta r  e s tim a tiv a s  do e r ro  global.
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2 .4 .2  T é c n ic a s  B asead as  n a  E s tim a tiv a  do R esíd u o .
2 .4 .2 .1  M étodo dos R esíd u o s  em  E lem en to s .
N este  m étodo (Oden e t  a l., 1989) o res íd u o  d a  solução num érica  (uma função  que 
m ede o quan to  a  solução aproxim ada, up, f a lh a  na sa tis fa ç ã o  das equações d ife ren c i­
a is  que governam  o problem a e o quan to  up fa lh a  na  sa tis fa ç ã o  d as  condições de con­
to rn o ) é ca lcu lado  em cada  elem ento e usado  como dado p a ra  um prob lem a de Neumann 
d efin ido  localm ente  em cada  elem ento. T al abordagem  fo rn ece  um a aprox im ação  local, 
tj, d a  função  e rro , e , em cada  elem ento e não um a e s tim a tiv a  de llellE d ire tam en te .
A pesar d e s ta  abordagem  se r  ap aren tem en te  sim ples, deve-se  (Bank & W eiser, 1985) 
to m a r  a lguns cuidados a  fim  de se g a ra n t i r  que os p rob lem as de Neumann e s te jam  bem 
p o sto s , is to  é (Oden & Reddy, 1976), que e x is ta  um a solução unívoca que dependa con­
tin u am en te  dos dados.
0 -Método dos Resíduos em E lem entos (MRE) tem  sido u tilizad o  p a ra  a  e s tim a tiv a  
de e r ro  não só no con tex to  de p roblem as e líp tico s  lin e a re s , m as tam bém  em problem as 
não lin e a re s , pa rabó licos, e tc . (veja p o r exem plo Oden e t  a l .,  1986). No C apítulo 5 
e s te  m étodo é t r a ta d o  data lhadam en te .
2 .4 .2 .2  In d ic a d o r  de E r ro  de B a b u sk a -R h e in b o ld t.
0  e s tá g io  em que a tua lm en te  se e n c o n tra  a  an á lise  de e rro  em M ecânica Com puta­
cional é devido em boa p a r te  aos tra b a lh o s  de B abuska e seus co labo rado res . D entre 
e s te s  tra b a lh o s  e s tá  a  fo rm ulação  de um ind icado r de e r ro  p a ra  problem as e líp ticos 
lin e a re s  baseado  no cálculo  da norm a do res íd u o  local da  equação  d ife ren c ia l e do 
s a lto  do f lu x o  norm al no contorno  in te r-e le m e n to s  (veja  po r exem plo Babuska & 
R heinboldt, 1979b).
0  ind icador pode se r  expresso  da segu in te  fo rm a  p a ra  um elem ento genérico  K 
(Z ienkiew icz & Zhu, 1987)
lle llE =  C j(K )h ^ r 2dfl + C2 (K)hK [ 0 ,  I j d s  (2 .2 1 )n
ô K \3 n
onde: • llellE é a  norm a da energ ia  do e rro .
• r  é o resíduo  da equação d ife ren c ia l que reg e  o problem a.
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• [<t>, Ij é o s a lto  do fluxo  norm al no contorno  in te r-e lem en to s .
• 3K\3Q é o con torno  in te r-e lem en to s .
As p rin c ip a is  v irtu d e s  d este  ind icador de e r ro  (Bank, 1986) são  o seu baixo  
cu sto , a  su a  im plem entação  é m ais sim ples do que, p o r exemplo, o da seção  a n te r io r , 
e de fu n c io n ar bem como um guia p a ra  re fin am en to s  locais de m alha. A su a  p rin c ip a l 
desvan tagem  segundo Bank, (1986) é a  dependência das c o n stan tes  Cx e C2  que são  
d ifíc e is  de se rem  ca lcu ladas , na p rá tic a , com p rec isão .
2 .4 .3  M étodo D u a l.
E ste  m étodo segundo Oden e t a l., (1989) é válido p a ra  prob lem as e líp tico s  a u to -  
ad ju n to s . C alcu lam -se  duas soluções p a ra  o problem a u tilizando  a  fo rm u lação  d i re ta  e 
a  com plem entar, b a sead as , no caso da e las tic id ad e , no P rincíp io  da  E nerg ia  P o ten c ia l 
Mínima e E nerg ia  C om plem entar Mínima, respec tivam en te . O btém -se, en tão , um lim ite  
su p e rio r  p a ra  o e r ro  g lo b a l, medido na norm a da energ ia . 0  p roced im ento  é custoso  
m as (Babuska 8c Noor, 1986) g a ra n te -s e  um lim ite  su p e rio r  p a ra  o e r ro  g lobal.
D efin indo-se:
• J(v) o funcional da energ ia  po tencial to ta l;
*
• J (s) o funcional da energ ia  com plem entar;
*
• u e u a s  soluções e x a ta s  do problem a p rim ai e dual resp ec tiv am en te ;
*
• up e up as  soluções ap rox im adas po r elem entos f in ito s  do p rob lem a 
p rim ai e dual respectivam ente;
• ll.llE e ll.llE* as  norm as da energ ia  p a ra  o prob lem a p rim ai e dual 
respec tivam en te ;
p ode-se  p ro v ar  fac ilm en te  (veja  Oden e t  a l.,  1989:137) que:
IIu -  up IIe = 2J(up) -  2J(u) = 2J(up) -  2J*(u*) £ 2J(up) -  2J*(up)
(2 .22 )
llu*- u*IIe* = 2J*(u*) -  2J*(u*) = 2J(u) -  2J*(u*) s  2J(up) -  2J*(up)
P o rta n to  os e rro s , ta n to  no problem a prim ai como no dual, são  lim itad o s, n as  
suas  re sp e c tiv a s  no rm as da  energ ia , pe la  d ife ren ça  das en erg ias  d as  soluções a p ro x i­
m adas p rim ai e dual.
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2.4 .4  T écn ica  B aseada na E stim ativa  do Erro de In terpolação.
E ste  m étodo de e s tim a tiv a  de e r ro  fo i ap resen tad o  p o r Diaz e t  a l .,  (1983) e usa  
a  te o r ia  de in te rp o la ç ão  de elem entos f in ito s  em espaços de Sobolev p a ra  conseguir 
e s tim a tiv a s  (m u itas vezes g ro s s e ira s )  do e r ro  local em cada  elem ento. 0  m étodo, r e ­
sum idam ente, b a s e ia -s e  n as  seg u in te s  p rem issas:
Supondo que a  so lução  e x a ta  u s e ja  su fic ien tem en te  suave, e la  pode s e r  in te rp o ­
lad a  u san d o -se  funções do espaço  de elem entos f in ito s , Xp, associado  ao problem a. 
S eja  u x t a l  função , en tão , p a ra  cada  nó bJ( ux s a tis fa z
Uj(bj) = u(bj) j  = 1 ,..,núm ero de nós (2.23)
A função  Uj é in tro d u z id a  porque, p a ra  problem as bem postos, o e r ro  associado  a 
in te rp o la ç ão  de u p o r u r l im ita  o e r ro  da aproxim ação  de u por up (Diaz e t  a l., 
1983), ou se ja ,
llu -  UpII£ £ llu -  Ujllg (2.24)
onde:
• ll.llg é a  norm a da  en erg ia .
• up é um a solução ap rox im ada  o b tid a  pelo MEF.
O próx im o teo re m a  fo rn ece  um a e s tim a tiv a  do e r ro  de in te rpo lação  (Diaz e t  a l., 
1983 ou C ia rle t, 1978)
T eorem a 2.1 : Teorem a da In te r p o la ç ã o  para E le m e n to s  F in ito s .
S eja  Xp um espaço  de elem entos f in ito s  de ordem  k £  1, e s e ja
u € Hk+1 (Q), o espaço  de Sobolev de ordem  k+1. D efina h e como sendo o d iâm etro  do
elem ento  Qe. E ntão , e x is te  um a co n s ta n te  positiva  C, independente de fle, ta l  que, 
p a ra  todos os e lem entos f in ito s
llu '  UlllHm(ne) s  ChÍ +1 ’m |u |Hk+1 (ne) 0  s  m á  k (2 ' 25)
onde M pjr(Q  )’ r  = ® a  sem inorm a do espaço de Sobolev de ordem  k+1 dada por
(em duas d im ensões)
’e
(2.27)
O prob lem a básico  do m étodo (Oden e t  a l . ,  1986) é a  necessidade de se ca lcu la r 
(e s tim a r)  d e riv ad as  de ordem  elevada, da  so lução  e x a ta , a tra v és  da ún ica  inform ação  
acessível, ou se ja , a  solução ap rox im ada  p o r  elem entos f in ito s . E xistem  m uitas 
té c n ic a s  p a ra  a  e s tim a tiv a  das de rivadas  n e c e s sá ria s , porém , gera lm en te  baseadas em 
a rgu m en to s  h eu rís tic o s . Uma excessão  é a  téc n ica  que u til iz a  as cham adas fó rm u las de 
e x tra ç ã o  de B abuska & M iller, (1984a,b) que no e n ta n to  só ex istem  p a ra  determ inadas 
c la sse s  de p roblem as.
2 .4 .5  T é c n ic a  B asead a  no  P ó s -P ro c e s sa m e n to  d a  so lu ç ã o .
Q ualquer m edida p a r t ic u la r  do e r ro  de d isc re tiz a ç ã o  e = u  -  up é uma função  da 
so lução  de elem entos f in ito s  conhecida, u p, d a  solução e x a ta , u , e possivelm ente de 
suas  d e riv ad as . P rovavelm ente a  abordagem  m ais d i re ta  p a ra  a  e s tim a tiv a  de e rro  a 
p o s te r io r i  é s u b s ti tu ir  a  solução e x a ta  u  e suas  derivadas po r valores 
p ó s-p ro cessad o s . E s tes  va lo res podem s e r  ob tid o s  a tra v é s  de fó rm ulas de e x tração , 
m étodos de p ro jeção , m édias nodais, e tc .
Um ind icado r de e r ro  p a ra  o elem ento  K, baseado na norm a da energ ia , 
a p re se n ta d o  p o r Z ienkiew icz & Zhu, (1987) é, no caso  da  e las tic id ad e , dado por
onde {<r } é um campo de ten sões contínuo, calcu lado , por exemplo, pelo p rocesso  de 
p ro jeção  (vide Shephard e t  a l .,  1989 ou C apítu lo  5).
(2.28)
onde D é a  m a tr iz  das c o n stan tes  e lá s tic a s  e e  = <cr> -  (<r_> é aproxim ado por<T y
*
e  = {<r } -  <(r_} cr v (2.29)
A p rin c ip a l desvantagem  deste  m étodo segundo Oden e t  a l . ,  (1989) é o custo. 
Porém , o u tro s  a u to re s  argum entam  que a  m aio ria  dos p ro g ra m as  co m erc ia is  de elem entos 
f in ito s  j á  calcu lam  os va lo res de tensão  suavizados.
. 20
2 .4 .6  E s t im a tiv a  d e  E r ro  a  p o s te r io r i  U ti liz a n d o  u m a A n á lise  A s s in tó tic a .
Uma abordagem  c lá ss ic a  p a ra  a  e s tim a tiv a  do e r ro  de d isc re tiz a ç ã o  b a se ia -se  na 
u tiliz a ç ão  de v á r ia s  soluções ob tidas a tra v é s  de um a seqüência  de m alhas com re f in a ­
m ento h un ifo rm e c re sc e n te  (ex tensão  h) ou com aum ento  u n ifo rm e  do g ra u  polinom ial 
de todos os e lem entos (ex tensão  p).
E s ta  abordagem  é m ais conveniente p a ra  a  ex tensão  p  na  qual se  u tilizam  funções 
de in te rp o lação  h ie rá rq u icas . N este caso  as  so luções co rresponden tes  a  
p  = l ,2 , . . ,p max podem  s e r  ob tidas de uma m aneira  econôm ica (Szabó, 1986a).
0  p roced im ento  b a se ia -se  na u tilização  de um a e s tim a tiv a  a  p r io r i  p a ra  o e rro , 
em um a seqüência  de m alhas com enriquecim ento  p  un ifo rm e (D unavant & Szabó, 1983).
Da te o r ia  m atem á tica  p a ra  a  versão  p  do Método de E lem entos F in ito s  (Babuska e t 
a l.,  1981) te m -se
IIu -  up»E 3 C p '2 '3 llul|2k{n) (2.30)
onde: • ll.llE é a  norm a da energ ia  (vide Equação 2 .20) dad a  p o r
llullE = B(u,u) = 2 U(u) (2.31)
onde U(u) é a  en erg ia  de deform ação .
• u é a  so lução  e x a ta  do problem a.
• up é a  solução ob tida  pelo MEF u tiliz a n d o -se  um a d is tr ib u iç ã o  p  uniform e.
• C é um a co n stan te  que depende do domínio, do ca rre g am e n to , da  m alha e de /3.
• /3 é um a co n stan te  positiva  cham ada ta x a  de convergência  a s s in tó tic a  (Szabó, 
1986a) dada  po r /3 = k -  1, onde k é a  ordem  do espaço de Sobolev ao qual u pertence .
Note que na  Equação (2.30) se u tilizo u  a  p ro p ried ad e  de equivalência  e n tre  a 
norm a da e n e rg ia  e a  norm a (Babuska & Szabó, 1982).
U tilizan d o -se  a  defin ição  da norm a da energ ia  tem -se
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U(u) -  U(up) £ CiP-23
-2/3 ;
(2.32)
U(u) -  U(up_x) Í  C2 (p-1)
P a ra  p  su fic ien tem en te  g rande , t a l  que o s in a l de m enor ou igual nas Equações 
(2.32) possa s e r  tro cad o  po r um a igualdade, d iz -se  que a  solução ap rox im ada  e s tá  na  
f a ix a  a s s in tó tic a . P a ra  p  a  4 a  ex ten são  p  e s tá  n a  f a ix a  a ss in tó tic a  p a ra  a  m a io ria  
dos problem as p rá tic o s  (Dunavant & Szabó, 1983). Supondo-se |3 conhecida e que C1 =C2, 
U(u) pode s e r  d e te rm in ad a  por
.  U (up_, )p -2g -  U (u p) ( p - 1 )- ^  
p -2» -  ( p - l ) - 2S
Um polinóm io de g rau  p  possui N g ra u s  de liberdade , onde N = p 2  (Babuska a t  a l .,  
1981), p o rta n to , a  equação a n te r io r  pode s e r  r e e s c r i ta  n a  fo rm a
. u(u) .  -  U(up) N *  (2 34)
n ; 3  -  n ; ? ,
Caso não se  conheça /3 são n e c e ssá ria s  3 soluções ap rox im adas p a ra  se poder e s ­
t im a r  U(u). A p a r t i r  das Equações (2.32) tem -se
log[ (U(u) -  UíUp^JÍ/ÍUíu) -  U(Up)) ] = 201og[ p /(p - l)  ] (2 .35a)
S im ilarm ente
log[ (U(u) -  U(up_2 ))/(U(u) -  UtUp.!») ] = 201og[ (p - l) /(p -2 )  ] (2 .35b)
P o rtan to
log[ (U(u) ~ U(up_ ,))/(U (u ) -  U(uD)) ] _  log [ p / ( p - l )  1 (2 .36)
logl (U(u) -  U(Up_2 ))/(U (u ) -  U(Up_j)) ] lo g [  (p—1 ) / ( p - 2 )  ] y
F inalm ente tem -se
U (u )  -  U ( u p.]) í  U(u) -  U(p.?A Q . .
U (u) -  U (up) ( U(u) -  U íp .j);
Sabendo-se que p = N1/2, Q tam bém  pode se r  e s c r i ta  como
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= io g ( >
w log ( N p l j /N p . 2  ) (2.38)
P a ra  se  o b te r  um a e s tim a tiv a  da en erg ia  de deform ação  U(u) a  Equação (2.37) 
deve s e r  re so lv id a . No C apítu lo  7 são fe i ta s  algum as e s tim a tiv as  de erro  u tilizando  
e s te  p roced im en to . As ra iz e s  da Equação (2.37) fo ra m  calcu ladas u tiliz a n d o -se  a  sub­
r o t in a  NB01A/AD d a  b ib lio teca  m atem ática  H arw ell.
E s te  p roced im en to  é p rec iso , porém  só fo rn ece  um a e s tim a tiv a  do e rro  global. 
Não se  pode, p o r exem plo, u sá -lo  p a ra  g u ia r  o enriquecim ento  p  ad ap ta tiv o  de uma 
m alha , j á  que o m étodo não fo rn ece  es tim a tiv as  do e r ro  local.
2 .4 .7  T é c n ic a  B a se a d a  no  Uso de In d ic a d o re s  de  C o rreç ã o .
Um p ro g ra m a  a u to -a d a p ta tiv o  p ro cu ra  c r ia r  um a seqüência de m alhas que produza 
um a e lev ad a  ta x a  de convergência , a té  que um nível aceitáve l de e r ro  s e ja  alcançado. 
P orém  e s te  p roced im en to , quando baseado exclusivam ente  em in d ica d o res  de  erro , pode 
não s e r  o m ais  e fic ie n te . O problem a p rin c ip a l segundo Zienkiew icz & C raig, (1986) é 
que m esm o que o e r ro  s e ja  g rande , ele pode s e r  o rtogonal ou aproxim adam ente  o rtogo­
na l à  m udança  na  m alha p ro p o sta . Ou se ja , o re f in o  h (ou enriquecim ento  p) de uma 
m alha  p o d e rá  não p ro p o rc io n ar nenhum a m elhora s ig n ific a tiv a  nos resu lta d o s .
P o d e -se  t e n ta r  c o n to rn a r  e s te  problem a com o uso de in d ica d o res  de correção , 
que m edem  o decrésc im o do e r ro  na solução ao se ad ic ionar um novo g rau  de liberdade 
e sp ec ífico  (Z ienkiew icz & C raig , 1986).
Um in d icad o r de c o rre ç ão  proposto  po r Kelly e t a l., (1983) é da  fo rm a
onde: • r  é o res íduo  da  equação d ife ren c ia l.
* '/'n+i ^ a  função  de in te rpo lação  h ie rá rq u ic a  assoc iada  ao novo g rau  de lib e r­
dade  n+ 1 .
* Kn+i.n+i é o te rm o  da  diagonal da m a tr iz  de rig id ez  associado  à  função  ^ n+1.




0  in d icad o r 7} n > 1  d iz  aprox im adam ente  quanto  da energ ia  do e r ro  vai se r  abso rv i­
da p e la  ad ição  da  co rresp o n d en te  função h ie rá rq u ic a  à  base do espaço de elem entos 
f in ito s .
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Em princ íp io  som ando-se  os indicadores de co rreção , re la tiv o s  a  todos os novos 
g ra u s  de lib e rd ad e  possíveis de serem  adicionados ao a tu a l nível de refinam en to , 
o b tem -se  um a e s tim a tiv a  da  e n e rg ia  to ta l  do e rro  (R ibeiro, 1986:41). No en tan to  isto  
é v iável, segundo Z ienkiew icz & C raig, (1986), apenas paira os p rim e iro s  próxim os 
n íveis de re f in am e n to , a lém  dos quais os custos crescem  fo ra  de proporção .
2 .5  P ro c e d im e n to s  A d a p ta tiv o s  p a r a  o M étodo de  E lem en to s  F in ito s .
D iz-se  que um a so lução  o b tid a  pelo Método de Elem entos F in ito s  e s tá  sendo e n ri­
quec ida  a d a p ta tiv a m e n te  se a  solução aproxim ada fo r  m elhorada de ta l  fo rm a  a  se ob­
t e r  a  m elhor so lução  p a ra  um dado esfo rço  com putacional.
Os p roced im en tos a d a p ta tiv o s  possuem  em comum com os " re tro -a lim en tad o s"  o fa to  
de que a  in fo rm ação  p ro ce ssa d a  é usada  p a ra  g u ia r o próxim o passo  do procedim ento. 
Porém  um proced im ento  re tro -a lim e n ta d o  só é d ito  s e r  ad ap ta tiv o  se e le  u tiliz a , de 
a lgum a fo rm a  ó tim a, a  in fo rm ação  fo rnecida  pelo passo  a n te r io r  (Babuska & Noor, 
1986). •
Nas seções seg u in tes  são  ap resen tados resum idam ente as  p rin c ip a is  e s tra té g ia s  
a d a p ta tiv a s  u til iz a d a s  p a ra  m elh o rar uma solução aprox im ada o b tid a  pelo Método de 
E lem entos F in ito s.
2.5.1 V ersão  h.
N esta  e s tr a té g ia  a  ordem  das funções de in te rpo lação  em todos os elem entos é 
m an tid a  co n s ta n te . As in fo rm ações da solução ob tida são  u sad as  p a ra  au m en tar o 
núm ero  de e lem entos de modo que o p a râm etro  de m alha h  ten d a  a  ze ro  nas reg iões  onde 
o e r ro  da  solução n e s te  passo  fo r  elevado. Em problem as tra n s ie n te s  um d esre fin am en - 
to  em algum as reg iõ es  da m alha tam bém  é utilizado.
2 .5 .2  V ersão  p .
E ste  p roced im en to  b a s e ia -s e  num aum ento sucessivo da ordem  polinom ial das 
funções de in te rp o la ç ão  em cad a  elem ento.
A versão  p  é  p a rtic u la rm e n te  a tra e n te  quando são u tiliz a d a s  funções de in te rp o ­
lação  h ie rá rq u ic a s , pois, n e s te  caso , a  m a tr iz  de rig idez  e os v e to res  ca rregam en to  
co rrep o n d en te s  a  um g ra u  polinom ial p  e s ta rão  em butidos nas m a tr iz e s  e ve to res  co r­
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responden tes aos g rau s  polinom iais m aio res  ou igual a  p  + 1 (vide C apítu lo  4).
Uma o u tra  vantagem  da  versão  p  é que o núm ero de pontos de in teg ração , p o r  g rau  
de liberdade, nos elem entos de ordem  elevada é m enor do que nos elem entos de b a ix a  
ordem . A p rin c ip a l desvantagem  da  v e rsão  p  é que, em problem as cu ja  so lução  não é 
suave, a  aprox im ação  ob tida  pelo MEF pode o sc ila r  n a s  reg iões onde a  so lução  é s in ­
g u lar.
2 .5 .3  V ersão  r .
Na versão  r  a  qualidade da  so lução  de e lem entos f in ito s  é m elhorada  a tra v é s  de 
um a o tim ização  da localização  dos nós. M antém -se co n stan te  o núm ero de g ra u s  de li­
b erdade  e a  ordem  das funções de in te rp o lação  em cada  elem ento.
Os re su lta d o s  possíveis de se rem  ob tidos u tilizan d o -se  eá ta  e s tr a té g ia  dependem  
d ire tam en te  do núm ero de g rau s  de liberdade  u tilizad o s na  d isc re tiza ç ã o  in ic ia l. 
Além d isto , p rob lem as com a  d is to rç ã o  excessiva  dos elem entos e in sta b ilid a d e  da 
m alha ó tim a, tam bém  ex istem  (Babuska & Rheinboldt, 1979). Babuska, (1986) dem onstrou  
que se a  posição  ó tim a dos pon tos nodais não fo rem  ob tidas em no m áxim o duas 
ite raç õ e s , é m ais e fic ien te  a u m e n ta r-se  o núm ero de g rau s  de liberdade do que co n ti­
n u a r  buscando as  posições ó tim as.
E ste  procedim ento  é b a s ta n te  u tiliz a d o  em conjunção com a  técn ica  de e s tim a tiv a  
de e r ro  basead a  no e rro  de in te rp o lação  (Seção 2 .4 .4).
2 .5 .4  V ersões C om binadas -  V ersão  h -p .
N este caso  tem -se  um a com binação d as  e s tr a té g ia s  a n te r io re s , sendo a  m ais comum 
a  b aseada  na seleção  sim u ltânea  da  m alha e da  ordem  local da  aprox im ação , ou s e ja , a 
v ersão  h -p . P a ra  uma grande c la sse  de p rob lem as d a  engenharia , a  v ersão  h - p  possui 
um a ta x a  de convergência exponencial com re la çã o  ao núm ero de g rau s  de liberdade , 
enquanto  que as  versões h  ou p  possuem  apenas um a ta x a  de convergência polinom ial 
(Babuska & Noor, 1986).
A p rin c ip a l d ificu ldade  na versão  h - p  é d ec id ir quando se deve r e f in a r  a  m alha 
e quando se deve au m en tar a  ordem  d as  funções. Além d isto  a s  e s tru tu ra s  de dados 
n e c essá ria s  p a ra  su p o rta r  versões com binadas são  b a s ta n te  com plexas.
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CAPÍTULO 3 
D is c r e t iz a ç ã o  dos Pr o b l e m a s
3.1 F o rm u la ç ã o  V a r ia c io n a l dos P ro b lem as.
N este  tra b a lh o  se rã o  abordados dois problem as: O prob lem a de Poisson no plaino e 
o p rob lem a d a  e la s tic id a d e  lin ea r e s tá t ic a  com en fase  à  p rob lem as s in g u la re s  e p ro ­
blem as com a x is s im e tr ia . No p rim eiro  a  solução é um a função  e s c a la r  e no o u tro  v e to - 
r ia l .
S e rá  suposto  que os problem as podem se r  fo rm ulados na seg u in te  fo rm a  a b s tra ta :  
E ncon tre  u  e  X, t a l  que
B (u ,v) = L (v) V v e X (3.1)
sendo
X = X x X x  — x X (m vezes) (3.2)
onde:
(i) X é um  subespaço  de HHn), o espaço de Sobolev de p r im e ira  ordem . R deno ta  
um dom ínio a b e rto , lim itado , no espaço IRn, com con to rno  su fic ien tem en te  r e g u la r  3Q, 
ou se ja , adm ite  a  ex is tê n c ia  do v e to r norm al em quase todos os pon tos (exce to  possi­
velm ente em  um con jun to  de m edida nula).
(ii) B (.,.)  é um a fo rm a  b ilin ea r sobre  X x X da  segu in te  fo rm a
m
B(u ,v) = £  BjjÍUj.Vj) (3.3)
1 , j= i
onde B jj( . , .)  são  fo rm a s  b ilin ea re s  de argum entos e sc a la re s  do tipo
26
Bu(u,v) = Í  í a kl ^ — + bk ^ -  v + c uvjdfl + Íd uv ds ic,i = l ,n  U ’ M  ij d x k 3 x , i jd x k ij )  i j
J n J an
(3.4)
( iii)  L (.) é  um a fo rm a  l in e a r  so b re  X d a  segu in te  fo rm a  
m
L(v) = £  Lj(Vj) (3.5)
J = i
Com a s  fo rm a s  lin e a re s  L j(.) a tu an d o  em funções e sca la re s
Lj(v) = f  jV dí2  + 
ü
h jv  ds
an
ic = l ,n (3.6)
klN as e x p ressõ es  ac im a a “\  b  , c , f  e d ,
U ij ij J ij
r e g u la re s  d e fin id as  em Í2  e em ôQ resp ec tiv am en te .
hj são  funções su fic ien tem en te
Uma am pla  gam a de p rob lem as podem  s e r  d e sc r ito s  pe la  fo rm ulação  a b s tr a ta  (3.1) 
segundo Dem kowicz e t  a l . ,  (1989). Nas seções segu in tes se rã o  deduzidas as 
fo rm u laçõ es  n a  fo rm a  (3.1) p a ra  o p rob lem a de Poisson e p a ra  p rob lem as da  e la s t ic i­
dade l in e a r  e s tá t ic a .
3.1.1 F orm ulação V ariac ion a l do P roblem a de P oisson .
A E quação de Poisson  em duas d im ensões é dada  por 
â 2u a 2u
g x 2 + gx 2 + *^v — Q ^  (3 .7a)
1  2
E s ta  equação  governa , p o r  exem plo, a  condução de c a lo r  em regim e perm anen te  de 
um a re g iã o  b id im ensional c o n s titu íd a  de m a te ria l homogêneo e iso tróp ico . D iversas 
ap licaçõ es  podem  s e r  e n c o n tra d a s  em L yra , (1988).
A so lução  to rn a - s e  unívoca quando um dos dois tip o s  de condição de con to rno  são 
ap licados em cad a  ponto  do con to rn o  díl (D hatt & Touzot, 1984). Vide F ig u ra  3.1.
(i) Condição em u (D irich le t ou essenc ia l)
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em r D (3.7b)
(ii) Condição em -5 — = -5 — n. ou condição de flu x o  on o x 1 1
—  + a u  = f a em r N (3.7c)
Se a  *  0  te m -se  condição de con to rno  de Cauchy. Se a  = 0  te m -se  condição de 
con to rno  de Neum ann ou n a tu ra l  e, n e s te  caso , um  v a lo r de u  deve s e r  im posto  em a l­
gum  ponto  do con to rn o  p a ra  que h a ja  g a ra n t ia  d a  un icidade  d a  solução.
Fig. 3.1. R ep resen tação  do dom ínio e do con to rn o  p a ra  o P roblem a de Poisson.
0  p rim e iro  p asso  p a ra  se  e n c o n tra r  um a so lução  ap ro x im ad a  p a ra  o p rob lem a (3.7) 
u tilizan d o  o Método de E lem entos F in ito s  é co lo cá -lo  n a  su a  fo rm a  variac iona l 
(Kikuchi, 1986).
A plicando-se  o m étodo dos res íduos ponderados
N o te -se  que n e s ta  fo rm a  as  funções de in te rp o la ç ão  u devem  se r  duas vezes d ife ­
ren c iáv e is  e s a tis fa z e re m  à s  condições de co n to rn o  em r D e  r N. Enquanto  que as 
funções te s te  (funções peso), v, p rec isam  ap en as s e r  su fic ien tem en te  re g u la re s  p a ra  
que a  in te g ra l  em (3.8) ten h a  sen tido  (D hatt & T ouzo t, 1984:143).
N
-»n Onde: r D u  r N = ô£2
n = V e to r  u n itá r io  norm al à  ôíi
(3.8)
A fo rm a  in te g ra l  (3 .8) pode s e r  tra n fo rm a d a  n a  conhecida fo rm a  f r a c a  a tra v é s  de 
in te g raçõ es  p o r p a r te s
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W(u) ( fa u  ^ au  ï  | (3 v  su  a v  auv (ãSÍI "■ + ã5TJ H d r -  M s ïT Ï3ET + 8 Ï Î  83E; -  ^  
an J n
(3.9)
Im pondo-se que as  funções te s te  v se jam  nu las em r D e  que as  funções de in te r ­
po lação  u s a tis fa ç a m  às  condições de con to rno  (3.7b), ou se ja
v € H 1^ )  = { v € HKn) I v = 0  em r D > 
y
u € H*(n) = { u 6 Hx(n) | u  = u  em  r D } 
y
(3.10)
N o te -se  que H1(n) não é um espaço  v e to ria l, devido a  im posição de que u = u em 
y
r D. P o r sim plic idade  s e rá  suposto  que ta n to  a  solução u como a s  funções te s te  v são 
m em bros do espaço  HX(n), ou se ja , u  = 0. As condições de D irich le t não hom ogêneas 
poderão  s e r  t r a ta d a s  a tra v é s  do m étodo da penalidade (Demkowicz e t  a l . ,  1989). Por­
ta n to  na  su a  fo rm u lação  variacional o prob lem a (3.7) é dado por:
E ncon tre  u  e  H1(n) ta l  que
B(u,v) = L(v) V v e  H ^ n )
y (3.11)
onde





L(v) = f vv dn +
n
( f s -  au)v  d f (3.13)
É im p o rta n te  n o ta r  que o p rob lem a variac iona l (3.11) contém  a s  condições de 
con torno  (3.7c) exp lic itam en te , e que a s  condições de con to rno  essen c ia is  e s tão  em­
b u tid as  na  im posição que u e  H ^n) e na  defin ição  de H1(n).
y y
A q u es tão  d a  equivalência e n tre  a s  fo rm ulações d ife re n c ia is  (c lássicas) e v a r i-  
ac iona is  é t r a ta d a ,  po r exemplo, po r Oden & Carey, (1983:30) no Teorem a 1.4.2 ou por 
Oden & Reddy, (1976:292) no Teorem a 7.1. ,õ p roblem a da  e x is tê n c ia  e un icidade da 
solução dos p rob lem as v a riac iona is  é t r a ta d o  pelo T eorem a G eneralizado  de L ax - 
M ilgram  tam bém  ap resen tad o  nas c ita d a s  re fe rê n c ia s .
3.1.2 F o rm u la ç ã o  V a r ia c io n a l p a r a  P ro b le m a s  d a  E la s t ic id a d e  L in e a r  E s tá t ic a .
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Seja  um dom ínio lim itado  a b e rto  no espaço IR3, com um  con to rn o  ôQ = f D u  f N»
(3.14a)
0  prob lem a da  e la s tic id a d e  com um a fo rm ulação  de deslocam entos pode se r  posto  
n a  segu in te  fo rm a  (Demkowicz e t  a l .,  1989 ou Kikuchi, 1986:191):
E ncon tre  um cam po de deslocam ento u  = u (x ), t a l  que
<ru (u), + f j  = 0  em Í2  ,
s u je i ta  à s  condições de con torno ,
Uj = u t em r D (3.14b)
t x(u) = g, em Tn (3.14c)
onde a  segu in te  no tação  fo i u tiliz a d a
(i) f j  é um a fo rç a  de corpo, po r unidade de volume, n a  d ire ç ão  i.
(ii) O te n so r  ten sã o  co rresponden te  à  u
<ru (u) = EjJkl e kl(u) (3.15)
onde o te n so r  defo rm ação  é defin ido  por
e ki(u > = — (uk*! + ui.k) (3.16)
e E1Jkl é o te n so r  d as  co n s ta n te s  e lá s tic a s  s a tis fa z e n d o  à s  seg u in te s  condições de 
s im e tr ia
E ljk l =  E ij lk  =  E Jik l =  E Jllk  (3.17)
(iii) 0  v e to r t ra ç ã o  no con torno  3Í2
tj(u )  = ctjj(u ) nj (3.18)
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Novam ente, b u s c a r - s e -á  a  fo rm ulação  variacional do problem a. A p licando -se  o 
m étodo dos res íd u o s ponderados
W(u) = [«Tjjíu),^ + f t] Vj dfl = 0 (3.19)
n
onde Vj são  funções te s te  (deslocam entos v irtu a is )  su fic ien tem ente  d ife ren c iáv e is .
P a ra  o b te r - s e  a  fo rm a  in te g ra l f r a c a  fa z -s e
W(u) = (TjjíuJnjV! d r  -  
aa





U tilizan d o -se  a  s im e tr ia  das ten sões  e a s  re lações defo rm ação -d eslo cam en to
(3.16) tem -se
1
®'ij(u )vi,J -  - g - K j íu )  + o-jjíu)] Vj,
= - J -  OuíuJvi.j + - g -  o-ij(u) vJti
= o-jjiuJejjiv) (3.21)
Im pondo-se que as  funções de in te rp o lação  u  sa tis façam  à s  condições de con to rn o  
(3.14b) e que as  funções te s te  v se jam  nu las em f D , ou se ja
u e IH^fl) = {u = (u1(u2,u3) I ur e HHß), Uj = Uj em r D > (3 .22)
v e  IHMn) = <v = (vj.V2.V3 ) I vi 6 HHn), v, = 0 em r D ) (3.23)
Por sim plicidade, s e rá  suposto  que u t = 0, ou se ja , a  solução u  tam bém  p e rte n c e  
ao espaço IH1 (ÍJ), v isto  que, um problem a com condições de con torno  não hom ogêneas 
pode sem pre s e r  tra n sfo rm ad o  em o u tro  com condições de contorno  hom ogêneas.
Na sua  fo rm a  f ra c a  o p rob lem a (3.14) é dado por:
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E n co n tre  u  e  DH1 (Í2) t a l  que
<ru (u )c u (v) dí2  =
n
fiv , d a  + IgjV! d r  
n
(3.24)
N o te -se  que a  fo rm a  f r a c a  (3 .24) n ad a  m ais é  que o P rincíp io  dos T rabalhos V ir­
tu a is  (K ikuchi, 1986 ou Becker e t  a l . ,  1981:244).
U tiliza n d o -se  a s  re laçõ es  c o n s ti tu tiv a s  (3.15), a s  re laçõ es  d efo rm ação -deslo - 
cam en to  (3.16) e a s  p ro p ried ad es  de s im e tr ia  (3.17) do te n so r  Eljkj, o problem a 
(3 .24) pode s e r  e sc r i to  na  segu in te  fo rm a:
E n co n tre  u  € DH1 (n) t a l  que
onde
B (u,v) = L(v) V v € Hx(n) (3.25)
B (u,v) =





3 .2  A p ro x im a ç ão  p o r  E le m e n to s  F in i to s  d e  P ro b le m a s  de  V alo r no  C on to rno  com 
F o rm u la ç ã o  V a r ia c io n a l.
Na seção  a n te r io r  os p rob lem as fo ra m  tra n s fo rm a d o s  a  p a r t i r  de um a fo rm a  d ife ­
re n c ia l  p a ra  um a fo rm a  v a riac io n a l equ iva len te , ou se ja :
E n co n tre  u e  X(fl) t a l  que
B(u,v) = L(v) V v € X(fl) (3.28)
onde L (.) € (X (n))’ e B (.,.) é um a fo rm a  b ilin e a r  so b re  X(n)xX(ft) que s a tis fa z  às 
dev idas condições de con tinu idade e coerc iv idade  de modo que o problem a tenha  
so lução  única. A defin ição  do espaço  X(Í2) depende do problem a em questão .
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Todos os m étodos de busca  de soluções aprox im adas p a ra  p rob lem as de v a lo r no 
contorno  b ase iam -se  na  seg u in te  idé ia  (Oden & Carey, 1983): R eco n stru a  o p roblem a de 
modo a  que a  so lução  ap ro x im ad a  p e rte n ç a  a  um a c lasse  r e s t r i t a  de funções. O m étodo 
de G alerk in  co n sis te  sim plesm ente  em reso lv e r o problem a (3 .28) em subespaços 
Xh(fl) c  X(fl) ao invés de em X(fl).
A aprox im ação  de G alerk in  do p roblem a (3.28) é ob tida  reso lvendo -se  o segu in te  
problem a:
E ncon tre  uh e  Xh(í2) t a l  que
B(uh,vh) ■ L(vh) V vh € Xh(Q) (3.29)
Como vh € Xh(£2) c  X(Í2), de (3.28)
B(u,vh) »  L(vh) V vh e  Xh(Q) (3.30)
De (3.29) te m -se
B(u,vh) -  B(uh,vh) = B(u -  uh,vh) = 0  V vh e  Xh(Q) (3.31)
P o rta n to  o e r ro
e  = u -  uh (3.32)
da  aprox im ação  de G alerk in  uh da  so lução  de (3.28) é o rtogonal ao subespaço Xh(í2) 
no sen tido  de que
B(e,vh) = 0  V vh e  Xh(fl) (3.33)
Por e s ta  ra z ã o  se  d iz  que a  aprox im ação  de G alerkin uh é a  m elhor aprox im ação  
de u em Xh(0) (Oden & C arey, 1983).
A qualidade da  ap rox im ação  dependerá  de quão bem Xh(Q) ap ro x im a  X(£J). Uma ques­
tã o  de g rande  in te re s se  é a  e s tim a tiv a  a  p r io r i  do e r ro  e . 0  T eorem a da  A proxim ação 
fo rn ece  um a e s tim a tiv a  d e s te  e r ro  (Oden & Reddy, 1976:328 ou Oden & Carey, 1983:36).
Teorem a 3.1: T eorem a da A p ro x im a çã o
Seja X(£2) um espaço  de H ilbert re a l  e s e ja  B (.,.) um a fo rm a  b ilin ea r  so ­
b re  X(n)xX(Q) sa tis fa z en d o  à s  seg u in tes  condições:
(i) B (.,.) é con tínua , ou se ja , e x is te  um a co n stan te  M > 0 t a l  que
|B(u,v) | s  M llullx llvllx V u .v  6  X(Í2) (3.34)
onde ll.llx deno ta  a  norm a em X(£2).
(ii) B (.,.) é f ra c a m e n te  coerc iva , ou se ja
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in f  sup |B (u ,v ) | a  a  > 0  (3.35)
u€X v6X
II u II x=l IIv II
P a ra  todo v * 0  em X(fl)
sup |B (u ,v ) | > 0  (3.36)
u€X
(iii) Além d isto ,
• in f  sup  |B (uh,vh) | i  a h > 0  (3.37)
uhexh vhGXh
11 uh!lX =1 11 vh 11X Sl
•P a ra  todo vh * 0 em Xh(ÍJ)
sup |B (uh,vh) | > 0  (3.38)
uhexh
Seja  o e rro  de d isc re tiza ç ã o , e ,  defin ido  po r
e  = u* -  uh* (3.39)
* •
onde u e uh são  a s  soluções de (3.28) e  de (3.29) respec tivam en te .
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T em -se  en tão  a  segu in te  e s tim a tiv a  a  p r io r í
llellx =s | l  + llu*-  uh llx V uh e  Xh(n) (3 .40)
P a ra  p rova  d es te  teo rem a v e ja  as  c ita d a s  re fe rê n c ia s .
A desigualdade  (3.40) ind ica que o e r ro  da aprox im ação  é lim itado  su p erio rm en te  
p o r  um  te rm o  llu*- uh llx cu ja  m agnitude depende de quão bem os e lem entos de Xh(Q) po­
dem a p ro x im a r os elem entos de X(£J).
O Método de E lem entos F in ito s fo rn ece  um a m an e ira  s is te m á tic a  e  g e ra l de se 
c o n s tru ir  fam ília s  de subespaços Xh(í2) (Oden & Reddy, 1976:330). C onsidera-se  que o 
dom ínio íi possa  se r  rep resen tad o  po r uma união de e lem entos f in ito s  Ke, e = 1 ,..,N , 
ou s e ja
ã  = U Ke ' (3.41)
e = l ,N
e
in t  Ke n  in t Kf = 0  p a ra  e *  f  (3.42)
A cad a  elem ento K e s tá  associado  um espaço de dim ensão f in i ta  deno tado  po r 
Xh(K); p o r  exem plo o espaço dos polinóm ios de ordem  m enor ou igual a  p . O espaço  de 
e lem en tos f in ito s  global, Xh(Q), consiste  de funções que, quando r e s t r i t a s  ao  e le­
m ento  K, pertençem  ao espaço local de funções de in te rp o lação  Xh(K). P o r ta n to , a 
ap rox im ação  g lobal é co n stru íd a  a  p a r t i r  d as  aprox im ações loca is  co locando-se  e s ta s  
funções "lado a  lado". Com is to  tem -se  que
Xh(K) = { wh = vh | K 3  vh e  Xh(£2) > (3.43)
No C apítu lo  4 é d iscu tida  a  construção  dos espaços loca is  Xh(K), u tiliz a n d o -se  
polinóm ios, de um a m aneira  h ie rá rq u ica .
3 .3  E q u a ç õ es  de  E lem en to s  F in ito s  p a r a  o P ro b le m a  d e  P o isso n .
Na Seção 3.1, v e rif ico u -se  que o problem a de Poisson na su a  fo rm ulação  v a r ia c i-  
onal é dado p o r (fazendo a  = 0  em 3.13):
E n co n tre  u  € H X(Q), t a l  que V v e  H 1 (Q)
7 7
f (Ií; * T&l dx‘dx* -  [f»v dx'dx2 *
J n  J n
f , v  ds (3.44)
O dom ínio £2 s e rá  re p re se n ta d o  p o r flh que consiste  de um a coleção de E elem entos 
f in i to s  e N p o n to s  nodais. D efin e -se  um subespaço Hh(Qh) de H 1 (£Jh), de dim ensão M, 
c o n s tru in d o -se  um  co n jun to  a p ro p riad o  de funções base g lobais  i = u til i­
z a n d o -se  e lem en to s  adequados. Uma típ ic a  função  te s te  em Hh é d a  fo rm a7
M
vh(x i>x 2 > = E Vj^j(x1 ,x 2) (3.45)
J = i
Nos e lem en to s  convencionais Vj = v^Xj.Xg). 0  caso  dos elem entos h ie rá rq u ico s  é 
d iscu tid o  no C ap ítu lo  4.
A ap ro x im aç ã o  p o r elem entos f in ito s  do problem a (3.44) co n sis te  em p ro c u ra r  uma 
fu n ção  uh em Hh (£2h) 
y
M
uh(x l f x 2) = E Uj^J(x 1,x 2) 
J=1
(3.46)
ta l  que
( fa v h 3 u hl a Xl a x x avh auh") , ,* S í í  ã í 3  1 2  = f vvh dxjdx 2  +Í2h f„vh ds V vh e  H£(fih)
(3.47)
onde f N é um a a p ro x im ação  de r N.
S u b s titu in d o -se  (3.45) e (3 .46) em (3.47) e s im p lifican d o -se  os te rm o s, chega- 
se  à s  equações de  e lem en tos f in ito s  g lobais
M
E K 0 Uj = Fj i = (3.48)
J=l
onde Ky sã o  os te rm o s  d a  m a tr iz  de rig id e z  do problem a
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e Fj são a s  com ponentes do v e to r  de ca rreg am en to
F, = f v0 , dx jdx 2  + f . * ,  ds (3.50)
Sim ilarm ente, a  ap rox im ação  a  n ível local pode se r  c o n s tru íd a  u til iz a n d o -se  u£ 
e v£ que são  a s  re s tr iç õ e s  d as  ap rox im ações uh e vh à  Í2 e, onde Í2 e d en o ta  um  elem ento 
f in ito  da m alha.
Me




vh(x l>x 2 > = Z ▼j^j(Xl.X2) 
J=1
(3.52)
onde são  as  funções de in te rp o la ç ão  loca is  p a ra  o elem ento £Je e Me é  o núm ero de
g rau s  de liberdade  do elem ento.
C hega-se en tão  às  com ponentes da  m a tr iz  de rig id ez  e do v e to r c a rre g am e n to  do 
elem ento, dadas resp ec tiv am en te  p o r
Na Seção 4 .4  é d iscu tido  o uso de funções de in te rp o lação  h ie rá rq u ic a s  p a ra  o 
cálculo  de k ' j e F*.
3 .4  E quações d e  E le m e n to s  F in i to s  p a r a  P ro b le m a s  d a  E la s t ic id a d e  L in e a r  E s tá t ic a .




FÍ = f v0 ? dxtdx 2
J °e
(3.54)
onde er J  deno ta  a  porção  de 3Qe in te rsecc ionando  fjj .
37
E ncon tre  u  € IH^Íí) t a l  que
I gjVj d r  v  v  e M n )
A aprox im ação  po r e lem entos f in ito s  d este  problem a é o b tid a  segu indo-se  
p roced im ento  u tilizad o  na  seção  a n te r io r  p a ra  o p roblem a de Poisson, exceto  
r a  d ev e -se  c o n s tru ir  aprox im ações p a ra  cad a  com ponente de u  e v.
M ais um a vez d is c re tiz a - s e  o dom ínio £1 em um a coleção de E elem entos 
N pon tos nodais. 0  espaço de elem entos f in ito s  Hh(£íh) é defin ido  po r
IHh(nh) = { u h=(ui,u£,u£) | u f  e  HMnh) }
onde Hh(£2h) fo i defin ido  na  seção  a n te r io r  (n o te -se  que a g o ra  Í2h c  IR3).
As com ponentes das f unções te s te  vh e das f unções de in te rpo lação
Hh(fih), são  d adas  resp ec tiv am en te  por k
M
Vj(x) = E v ó  (x )1 la  aa= 1
M
ui(x) = E u. 01 la  aol= 1
onde x  = (Xj.X2 .X3 ).
A aprox im ação  de (3.55) é en tão  dada  por:
i = 1,3 
i = 1,3
E ncon tre  u h e  IHh(í2h) t a l  que
E ikJiu J>1v i'-kd n  = f , v “ dfi + 
«h
g ^ !  d r  V vh € ^ (Q ,,)
S u b stitu in d o -se  (3.57) e (3.58) em (3.59) tem -se












Sim plificando-se  os te rm o s, ch eg a-se  às  equações de elem entos f in i to s  g lo b a is
= F loc i,j" = 1 , 3  a ’^  = 1,M (3.61)
onde as  com ponentes da  m a tr iz  de rig id ez  e do v e to r ca rreg am en to  são  d a d a s  re s p e c ti­
vam ente po r
Fi =oc
é  Elkii^ dfl 
Ok
f , 0  dQ +
1 OL
Oh




A aprox im ação  a  nível local é co n stru íd a  u tilizan d o -se  a s  r e s t r iç õ e s  e de 
u h e vh, re sp ec tiv am en te , à  £2e. C hega-se en tão  às  com ponentes d a  m a tr iz  de rig id ez  




i , j  = 1.3 « ,0  = l,Me
f ^  dfl +
n .




onde í^' ( x ) são  as  funções de in te rp o lação  locais p a ra  o elem ento  fie e Me é  o núm ero 
de g rau s  de lib e rd ad e  do elem ento  em cada  direção.
3.4.1 E quações d e  E le m e n to s  F in ito s  p a r a  P ro b le m a s  d a  E la s t ic id a d e  L in e a r  E s tá t ic a  
U tiliz a n d o  N o tação  C o n tra íd a .
Na seção  a n te r io r  fo i u tiliz a d a  a  notação  ind icia i p a ra  a  dedução da  m a tr iz  de 
rig idez  e do v e to r  c a rreg am en to  de um elem ento f in ito  p a ra  p rob lem as d a  e la s tic id a d e  
lin ea r e s tá t ic a . Uma m an e ira  de m elhor se  v isu a liz a r  a s  e x p ressõ es  é  a tr a v é s  do uso 
da no tação  d ita  c o n tra íd a  (Kikuchi, 1986) . D efine-se  en tão
(<r> =
/  > f  y 
* l i
f  y 
c i
( \  
e i l
* 2 ° 2 2 e 2 e 22
« 3 ► =  . ° 3 3 {e> =  ■ c 3 ► =r - e 33
° 2 3 e 4 2c 23= 3^23
^ l e 5 2e 31= y 31
0V,. H *17, 2C j 2=
(3.66)
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0  equ ivalen te  c o n tra íd o  do te n s o r  E p a ra  o caso de -m a te r ia is - is o tró p ic o s , é 
dado  p o r (Kikuchi, 1986):
(3.67)
(3.68)
E “ 2 2  = X = ( 1  -  2 v ] ( l  + v)
A e n são  a s  c o n s ta n te s  de Lam é, E é o módulo de Young e v  é o co e fic ien te  de 
Poisson.
C orrespondendo a  equação  c o n s ti tu tiv a  (3.15) tem -se
0 * 1  = Cjj Gj (3.69)
U tilizan d o -se  a  fo rm a  f r a c a  (3 .24) ch eg a-se  en tão  a
{e(v)>TC{c(u)> dfl = vTf  dfl + vTg dr V v e Wx(n) (3.70)
Q n J
3.4.1.1 E lem en tos p ara  P rob lem as A x iss im étr ico s .




* - 1 1 2 2 EU 2 2  0 0 0
El l l l E 1 1 2 2  0 0 0
E i iu  o 0 0
“7 ^ 1 1 1 “  E 1 1 2 2 ) 0 0
“ i ^ u i i - E1 1 2 2 ) 0
- ^ Ei i u -
9 h = E (1  -  v )—
( 1  -  2 i>)(l + v)
- 1122'
F.v
Um sólido  de revo lução  é a x ia lm e n te  s im étrico  se sua geom etria  e p ro p ried ad es 
m a te r ia is  são  independen tes da  coo rdenada  c ircu n fe ren c ia l e . F isicam ente  te m -se  um 
p ro b lem a  trid im en sio n a l porém , e x is tin d o  a x iss im e tr ia , ele pode se r  t r a ta d o  como um 
p rob lem a bidim ensional, sendo a  abordagem  s im ila r a  u tilizad a  em problem as de es tad o  
p lano  de ten sã o  ou de d e fo rm ação . Se o sólido é ax ialm ente  s im étrico , em fo rm a  e 
p ro p rie d a d e s  m ecân icas, m as o c a rre g a m e n to  não é, são fe i ta s  expansões em s é r ie  de 
F o u r ie r  do ca rre g am e n to  e do cam po de deslocam entos, e a  aná lise  é f e i t a  p a ra  cada  
com ponente  d a  sé rie .
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Antes de se  deduzir a s  equações de elem entos f in ito s  p a ra  um problem a 
ax iss im é trico  n e c e s s ita -se  d as  re la çõ e s  defo rm ação -deslocam en to  p a ra  e s te  tip o  de 
com portam ento . Supondo-se en tão  a x is s im e tr ia  em re la ç ã o  ao eixo  X2  (vide Fig. 3 .2) 
ta l  que to d as  a s  funções se jam  independen tes da coordenada 0 , ob tém -se , a  p a r t i r  das 
re laçõ es  de f o rm ação-deslocam en to  em coordenadas c ilín d ric a s  (Kikuchi, 1986), que
<*a>
3 x t
e l l 0
c 22 „ —
^1 2 3







= L u (3.71a)
C. = E( 1 -  v)







1 - Z V
2 U - V )
(3.71b)
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N ote-se  que no caso  de problem as a x iss im é trico s  <r1 3  = <r2 3  = y 1 3  = 723 = 0- P a ra  
c a lcu la r e 3 3  em r  = 0  u t i l iz a -s e  de que
aut
e 33 "  c n  "  a X i em r  = 0 (3.72)
Devido à  a x is s im e tr ia  geom étrica , m a te ria l e de c a rg a , n e c e s s ita -se  a n a lisa r  
apenas um rad ia n o  da  e s tru tu ra . U tilizando -se  a s  defin ições (3.71) a  fo rm a  f ra c a  
(3.70) f ic a
*
* 1
(Lv)TCa(Lu) d 0 rd rd x 2  =
* 1
vTf  d 0 rd rd x 2  +
AJ
0 A 0 ;
(Lv)TC ,(L u) r d rd x ,  = vTf  rd rd x 2  +
vTg  d 0 rd s  (3.73)
nO
vTg  rd s  V v e  H1 (£í) (3.74)
onde A e s tá  indicado n a  F ig u ra  3 .2  e SN é a  po rção  do con to rno  de A em que fo ram  
ap licadas condições de con to rno  de Neumarm.
A aprox im ação  p o r elem entos f in ito s  d este  p rob lem a é o b tid a  da  m esm a m aneira  
d e s c r i ta  n a  Seção 3 .4 . P a ra  um elem ento genérico  £2e tem -se
(LVh)TCa(LUfc) rd rd x 2  =
n .
vh. f  rd rd x 2  +
n .
v h*(Na<ra) rd s  
Õ S2.
(3.75)
onde Na é um a m a tr iz  contendo a s  com ponentes do v e to r u n itá r io  norm al ao con torno  do 
elem ento
Na =
n x 0  n 2  0
0  n 2  0
(3.76)
e Na(<ra) = g na  po rção  do contorno  do elem ento que secciona SN.
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D efin indo-se
Uh(xl t x 2) = Ÿ°(x1>x 2)u (3.77)
'í'e(x 1 ,x 2) =
0  02 -  0 
0  0® 0 ...
(3.78)
(ue)T = (U j! U21 Uj2 U22 ... U?Ma uL«> (3.79)
onde Me é o núm ero de g ra u s  de liberdade  do elem ento em cad a  d ireção .
As equações de e lem entos f in ito s  p a ra  um problem a ax ia lm en te  s im é tr ic o  em  f o r ­
m a, p ro p ried ad es m ecânicas e ca rreg am en to , são  dadas por
K eu e =  pe (3.80)
onde
Ke = BI CaBa rd rd x 2  
íí .
(3.81)
F° = (^ e )T f  r d r d x 2 +
a .




Ba = L ** =
0 0 0
0 t i ' 2 0 0 2 > 2  — 0
* " ’ 2
* 2% ^  - K e ’2
K
r 0 r o r 0
(3.83)
3 .4 .1 .2  E le m e n to s  p a r a  E s ta d o  P ian o  de  T ensão  e  E s tad o  P lan o  d e  D e fo rm a ç ã o .
As m a tr iz e s  de rig id e z  e os v e to res  de ca rreg am en to  p a ra  os e lem en tos f in ito s  
de es tad o  plano de defo rm ação  ou de ten são  podem se r  ob tidos a  p a r t i r  d as  ex p ressõ es  
deduzidas a n te rio rm en te  sim plesm ente fazendo -se
43
(i) E lim in a -se  a  q u a r ta  linha  d a  m a tr iz  defo rm ação-deslocam en to  L
•  ^
e l l dx








u- = L  u (3.84)








1  -  v
e, p a ra  e s ta d o  plano de defo rm ação , te m -se
(3.85)
CpD “
E(1 -  v)
( 1  + i>)(l -  Zv) ( i  -  v ) 
0
v






2(1  -  y )
(3.86)
(iii)  As in te g ra is  de volume são  tra n s fo rm a d a s  em
‘h
f ( x 1 ,x 2) dí2
Qe
f  (x j,x 2) dx 3 dx jdx 2  = 
0
f ( x ltx 2)h dx 1 dx 2  
A.
(3.87)
onde h é a  e sp essu ra  do elem ento  (tom ada igual a  1  p a ra  o caso  de estado  plano de 
d e fo rm ação ).
P o r ta n to  e lem entos p a ra  an á lise  a x is s im é tr ic a  e de es tad o  plano de ten são  ou 
d e fo rm ação , podem s e r  im plem entados e fic ien tem en te  em um a ún ica  ro tin a .
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CAPÍTULO 4
Ba se s  Hierárquicas no Método de Elementos F initos
4.1 In trod u ção .
Quando a  ap ro x im ação  po r elem entos f in ito s  é c o n stru íd a  na  su a  fo rm a  padrão , 
um a v ariáv e l de in te re s s e  é ex p ressa  na  seguin te  fo rm a ,
u p(x ) = Uj 0 j(x ) j  = 1,..,M (4.1)
onde M é o núm ero  de funções base g lobais e os p a râ m e tro s  Uj são  iden tificados com 
os v a lo re s  (ou d e riv ad as) nodais da aproxim ação up. E ste  proced im ento  possui a  van­
tagem  de a t r ib u i r  um  sign ificado  fís ico , fac ilm en te  in te rp re tá v e l, aos p a râm etro s  
Uj. Um incoven ien te  n e s ta  defin ição  é que as  funções re la tiv a s  a  cad a  ordem  de ap ro ­
x im ação  d ife re m  com pletam ente  e n tre  si e, como conseqüência, a s  m a tr iz e s  e os veto­
re s  r e s u l ta n te s . P o r ta n to , em um processo  p -ad a p ta tiv o , se a  o rdem  p  das funções de 
in te rp o la ç ão  é au m en tad a , todo p rocessam ento  a n te r io r  é perdido.
E ste  incoven ien te  pode se r  resolvido se as  funções de in te rp o lação  fo rem  d efi­
n idas de um a fo rm a  h ie rá rq u ic a , ou se ja , cad a  con jun to  de funções, re la tiv o  a  uma 
ordem  de ap ro x im ação , e s tá  contido nos conjuntos subseqüen tes. E ste  aninham ento das 
funções de in te rp o la ç ã o  é s im ila r ao dos term os de um a s é rie  de F o u rie r, e é g e ra l­
m ente  u tiliz a d o  em  conjunção  com a  versão  p  do Método de E lem entos F in ito s  (MEF).
4.1.1 C on seq u ên cias do Uso de Funções de Interpolação H ierárq u icas na Versão p  do
MEF.
E x istem  v á r ia s  conseqüências im p o rtan tes  do uso de funções de in te rpo lação  hie­
rá rq u ic a s , d e n tre  e la s  se  destacam :
(i) 0  an inham en to  dos con jun tos de funções de in te rp o lação  r e s u l ta  em um anin­
ham ento d a  m a tr iz  de rig id ez  e do v e to r ca rregam en to  .
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Suponha que fo ra m  u til iz a d a s  in ic ia lm en te  n  funções base  p a ra  g e r a r  o espaço  de 
elem entos f in ito s , chegando -se  ao  segu in te  s is tem a  de equações
K ™ u n =  f n (4.2)
Se a  base do espaço  é aum en tada  h iera rqu icam en te , ad ic ionando -se  à s  n  funções 
p ré -e x is te n te s  o u tra s  m funções, o s is te m a  de equações re s u lta n te  s e rá  dado  p o r
' K nn K „ m ‘
/ \ 
u n = ► (4.3)
. Kmn Knun. Um Tm.
N ote-se  que a  m a tr iz  e os v e to re s  de (4.2) e s tã o  contidos em (4.3).
(ii) A p ro p ried ad e  a n te r io r  pode s e r  u tiliz a d a  v an ta jo sam en te , quando um p ro ­
blem a deve se r  an a lisad o  v á r ia s  vezes, a  fim  de que se ten h a  c e r te z a  que a  solução 
convergiu. R eso lve-se  o prob lem a u tilizan d o  a  m aior ordem  polinom ial que se  ju lg a r  
a  p r io r i  n e c essá ria , e, a  p a r t i r  d e s ta  solução pode-se  fac ilm en te  o b te r  a s  c o rre s ­
pondentes a  p  = l , . . , p max-i •
(iii) As ducis p ro p ried ad es  a n te r io re s  podem s e r  u til iz a d a s  p a ra  se  o b te r  um a 
e s tim a tiv a  a  p o s te r io r i  do e r ro  de d isc re tiza ç ã o  u tilizan d o  a  té c n ic a  d a  Seção 
2 .4 .6 .
(iv) 0  uso de funções h ie rá rq u ic a s  r e s u l ta  em s is tem as de equações bem condici­
onados. Is to  se deve a  m aio r o rto g o n a lid ad e  das funções, re su lta n d o  em m a tr iz e s  p re ­
dom inantem ente d iagonais  (R ibeiro , 1986). Em Zienkiew icz & C ra ig  (1986), en co n tram - 
se  exem plos onde são  com parados os núm eros de condição de m a tr iz e s  c o n s tru íd a s  u t i -  
lizando-se  funções h ie rá rq u ic a s  ou não (veja  tam bém  a  Seção 4 .5). Em M andei (1990), 
e em Babuska e t  a l . ,  (1989) e s tá  q u es tão  é d iscu tid a  exaustivam en te .
(v) Uma vantagem  fu n d am en ta l d as  funções de in te rp o lação  h ie rá rq u ic a s  é a  fa c i­
lidade com que e la s  perm item  que se  c o n s tru a  uma aprox im ação  con tínua  (conform e), na 
qual a  ordem  das funções de in te rp o lação  v a ria  localm ente. Uma s itu a ç ã o  t íp ic a  é 
i lu s tra d a  na  F ig u ra  4.1. Se os elem entos Kx e K2  são , p o r  exem plo, l in e a r  e 
quad rá tico  resp ec tiv am en te , en tão  ex is tem  pelo m enos duas m an e ira s  de f o r ç a r  a  con­
tinu idade  no con to rno  in te r-e le m e n to s .
Uma m an e ira  é se  ad ic io n ar um a função  de in te rpo lação  q u a d rá tic a  co rresp o n d en te
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ao  lado  L do elem ento  Kj . A lternativam ente, p o d e r-s e - ia  e lim in a r a  função  
q u a d rá tic a  co rresp o n d en te  ao lado L do elem ento K2  . Em am bos os caso s  se  obtém  um a 
ordem  de aprox im ação  comum ao longo do con to rno  in te r-e le m e n to s . A p rim e ira  
e s tr a té g ia ,  tam bém  cham ada R egra do Máximo, é u til iz a d a  p o r Demkowicz e t  a l. (1989).
+
Fig.4.1 Im posição de continuidade e n tre  elem entos (Denkowicz e t  a l . ,  1989).
A segunda abordagem  ("R egra do Mínimo"), devido a  su a  m aio r fac ilid a d e  de im plem en­
ta ç ã o , é m ais u tiliz a d a . V eja po r exemplo Rossow & K atz  (1978); Devloo, (1987a) ou o 
C ap ítu lo  6 .
(vi) A qualidade de um a aproxim ação por elem entos f in ito s  depende da  m alha  u t i ­
l iz a d a  e d a  ordem  das funções de in terpo lação . Como as  funções base, h ie rá rq u ic a s  ou 
não, de m esm a ordem , podem g e ra r  o mesmo espaço (Z ienkiew icz & C raig , 1986), o uso 
de q ua lquer um dos dois conjuntos re s u lta  na m esm a aprox im ação  (Babuska & Noor, 
1986).
(vii) O p rin c ip a l incoveniente do uso da v ersão  p  h ie rá rq u ic a  é que os co e fic i­
e n te s  d as  funções base  não rep resen tam  deslocam entos nodais e, g e ra lm en te , não pos­
suem  um sign ificado  f ís ico  c la ro , d ificu ltando  a  im posição das condições de co n to r­
no.
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4 .2  F un ções de In terp o la çã o  H ierá rq u ica s para E lem entos Q uadrangulares.
As fu n çõ es  de in te rp o la ç ão  h ie rá rq u ic as , u til iz a d a s  n e s te  tra b a lh o , são  cons­
t ru íd a s  a  p a r t i r  d a  in te g ra l  de  polinóm ios de Legendre. A ntes de a p re s e n tá - la s  são 
n e c e s sá ria s  a lgum as defin ições.
a
C onsidere  o e lem en to  de re fe rê n c ia  n  m ostrado  na  F ig u ra  4 .2 , com v é rtice s  At e 
lados Lj . E x is tem  t r ê s  tip o s  de funções de in te rpo lação  h ie rá rq u icas :
1- Funções noda is  a sso c ia d as  aos v é rtice s  Al do elem ento  n . E las são  nu las nos 
lados oposto s  ao  v é r t ic e  que e s tã o  associadas.
2 -  Funções a sso c ia d as  aos lados Lj do elem ento ÍJ. São n u las  em to d o s os o u tro s  
t r ê s  lados do elem ento .
3 -  Funções "bolhas". São n u la s  em todos os q u a tro  lados do elem ento.
F ig .4 .2 . E lem ento de re fe rê n c ia  £2.
O con ju n to  H ie rá rq u ico  Qp p a ra  a  versão  p , é defin ido  p o r (Szabó & Sahrm ann,
1988)
FUNÇÕES NODAIS. São a s  funções b ilin ea re s  usuais.
(1 -  Ç K l -  V)




- M -  PUI + -niî 4<€.*»> = 4 ~  ü  -  V U  + îj)
FUNÇÕES ASSOCIADAS AOS LADOS. E xistem  (p  -  1) funções de in te rp o lação
com cada lado Lj. j = 1 ,..,4 . São defin idas po r
^ ( Ç . tj)
-*|CMlf - ( 1  - Tl) ^i(Ç)
V»i2 (Ç,T)) 1
2
- ( 1  + Ç) <h(v)
0 i 3 (Ç,tj) 1
2
- ( 1  + V) 0i(Ç)
0 i 4 (£ ,ti)
1
2




--- ------- ' Ç
J  P i ( t )  d t  i = l , . . , ( p  -  1) (4.6)
e P jít)  é um polinóm io de L egendre de g rau  i. As in te g ra is  que aparecem  em (4.6) 
podem s e r  e n co n trad as  em B ardell, (1989).
FUNÇÕES BOLHA. P a ra  p  < 4 não ex istem  funções bolha. P a ra  p  £  4 ex istem  
(p  -  2 )(p  -  3 ) /2  funções de in te rp o la ç ão  in te rn as  defin idas  po r
i i tJ (Ç,7í) = (1 -  Ç2)(l -  Tl2) P ^ JP jÍT í)  O s i  + j i p - 4  (4.7)
P or exem plo, se  p  = 8 , e x is tem  47 funções de in te rp o lação , sendo 4 nodais, 28 
assoc iadas  aos lados e 15 funções bolha.
0  con jun to  Q ' é u tiliz a d o  segundo Babuska & Noor, (1986) no p ro g ram a  PROBE, e 
goza das segu in tes p rop riedades:
(i) 0  con jun to  é obviam ente h ie rá rq u ico  em re lação  ao p a râ m e tro  p .
(ii) 0  con jun to  Q’ é o m enor con jun to  que inclui todos os polinóm ios a té  o g rau  
p  (Babuska e t  a l .,  1989) e é g e rad o  pelos monómios
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Ç V , i j  = 0,1 , . . ,p ,  i+j s  p  (4.8)
m ais os te rm o s  Çtjp e ÇPtj (Szabó e t  a l . ,  1989). Sendo p o r ta n to  equivalen te  ao conjun­
to  u tilizad o  na  fo rm u lação  dos elem entos S erend ip ity  (Babuska e t  a l . ,  1989).
(iii) As funções do con jun to  Qp são , segundo B abuska e t  a l. (1989), su fic ie n te ­
m ente o rto g o n a is  p a ra  ap licações p rá tic a s , de modo que, a  u tiliz a ç ão  de m étodos d i­
re to s  p a ra  a  so lução  do s is tem a  de equações r e s u l ta n te , não t r a r á  problem as de e rro s  
de truncam en to .
(iv) Segundo Szabó (1986b), experiênc ias  com putacionais  dem onstram  que, mesmo 
quando os elem entos e s tã o  b a s ta n te  d isto rc id o s, o núm ero de condição da m a tr iz  de 
r ig id e z  c re sc e  len tam en te  com re lação  ao g ra u  p  dos elem entos.
4 .3  S ig n ifica d o  F ís ico  dos C o efic ien tes  das F un ções Base H ierárq u icas.
Gomo m encionado na Seção 4.1 os co efic ien te s  d as  funções base h ie rá rq u ic as  não 
re p re se n ta m  deslocam entos nodais, o que d if ic u lta  a  im posição de condições de 
con torno . N esta  seção  e s te  assun to  s e rá  abordado.
A questão  pode s e r  t r a ta d a  m ais fac ilm en te  ex am inando -se  o caso de um elem ento 
q u a d rá tic o  unidim ensional. P a ra  e s te  tipo  de elem ento  pode-se  escrev e r
up(Ç) = u ^ í Ç )  + u 2 N2 (Ç) + u 3 N3 (Ç) (4.9)
onde Nx e N2  são  a s  funções lag rangeanas usuais
NX(Ç) = - i - ( l  -  Ç) (4.10)
= - g - U  + &  (4 -n >
e N3  é igual a  0 X(Ç) d efin ida  pe la  E quação (4.6) (a  menos da  co n stan te
m u ltip lica tiv a  -V 3 /2  ' / 2  ), is to  é,
N3 (Ç) = (1 -  £2) (4.12)
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N o te -se  que N3  = 0  em Ç = ± 1, e N3  -  1 em Ç = 0 , p o r ta n to
Ul = Up(—1) (4.13)
u 2  = up(+l) (4.14)
u 3  = up(0) -  (uj + uz) /2  (4.15)
logo, u 3  é  o  d e s v io  da lin e a r id a d e  da parábola  up(Ç) em  Ç = 0. Is to  pode s e r  visua­
lizado  na  f ig u ra  segu in te .
I------- ^
<r
Fig. 4 .3 . Significado f ís ico  de u3.
Uma o u tra  in te rp re ta ç ã o  p a ra  u 3  pode se r  ob tid a  d ife ren c ian d o -se  (4.9) duas
vezes
= - 2U3 (4.16)
de modo que o g ra u  de liberdade no nó h ierá rqu ico  pode tam bém  s e r  in te rp re ta d o  
em te rm o s da  c u rv a tu ra  em Ç = 0. Se N3  f o r  d efin ida  por
A ,
N3(Ç) = -  - ± - u  "  *2) (4.17)
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No caso  b id im ensional a  s itu a ç ã o  é análoga. D efine-se  os g rau s  de lib e rd ad e  do
A
elem ento  de re fe rê n c ia  Cl = { x  = (Ç,tj) : x  e  IR2; -1 s  Ç,t) s  1  >, p a ra  um prob lem a 
e s c a la r , como sendo (Demkowicz e t  a l . ,  1989):
-  V alores da  fu n ção  nos q u a tro  v é rtice s
u ( - l , - l ) ;  u ( l , - l ) ;  u ( l ,l) ;  u ( - l , l )  (4.18)
-  D erivadas ta n g e n c ia is  (a  m enos de co n stan tes  m u ltip lica tiv as , Ak), a té  a  
p -é s im a  ordem , a sso c ia d a  aos pontos médios dos q u a tro  lados
*kX (0 ,-1 ) k = 2 ,3 ...... p
então u3 = U p,^(0).
3 ku
V  ^  (1.0) k = 2 ,3 ,.. . .p
(4.19)
(0 ,D  k = 2 ,3 ...... p
(-1 .0 ) k = 2 ,3 ...... p
-  D erivadas a sso c ia d as  ao  nó c e n tra l
A" 1 * - 1  | ^ 3 ^ i ( 0 , 0 )  l .k  = 2 ,3 , . . ,p -2  ; 1+k Í  p  (4 .20)
P e las  d e fin içõ es  a n te r io re s  um elem ento com ordem  p  = 5, po r exem plo, t e r á  23 
g ra u s  de lib e rd ad e , sendo
• O v a lo r  da  fu n ção  nos q u a tro  vértices .
• D eriv ad as  ta n g e n c ia is  u<2), u(3), u<4> e u<5> assoc iadas com os nós de 
c a d a  um dos lados.
• D eriv ad as  c ru z a d a s  u<2,2), u<3,2), u<2,3) asso c iad as  ao nó c e n tra l.
4 .4  Im p le m e n ta ç ã o  d e  um  E le m e n to  H ie rá rq u ic o  d e  O rdem  p .
N esta  se ção  s e rã o  en focados os p rin c ip a is  a sp ec to s  da  im plem entação de um e le ­
m ento  q u a d ra n g u la r , de o rdem  p  a rb i t r á r ia ,  u tilizando  o conjunto  Q’ defin ido  na 
Seção 4.2. As funções de in te rp o lação  são co n stru íd a s  a  p a r t i r  do p ro d u to  de
52
polinóm ios un id im ensionais. O a lgo ritm o  u tilizad o  é um a m od ificação  do ap resen tado  
po r Devloo (1987a), e é ap licável ta n to  p a ra  o p rob lem a de Poisson  como p a ra  p rob le­
m as da  e la s tic id a d e  bidim ensional.
A su b ro tin a  que se  tem  em m ente deve, além  de c a lc u la r  a  m a tr iz  de rig idez  de 
um elem ento  de o rdem  'p ,  s e r  capaz  de c a lc u la r  apenas  os te rm o s  da  m a tr iz  re fe re n te s  
a  um d e te rm in ad o  g rau , IGRAU. Is to  é n ec essá rio  d u ra n te  um processam ento  
p -a d a p ta tiv o , quando se d e se ja  au m en tar a  ordem  d a s  funções de in te rp o lação  de um 
elem ento  esp ec ífico .
4.4.1 E sq u e m a  d e  N u m e ra ç ã o  d a s  F u n çõ es de  In te rp o la ç ã o .
r , 4
Como a  o rdem  polinom ial de um elem ento pode s e r  a r b i t r á r ia ,  é necessário  se 
e s ta b e le c e r  um a convenção p a ra  a  num eração  das fu n çõ es de in te rp o lação  u tilizad as , e 
conseqüen tem ente  dos g ra u s  de liberdade  do elem ento. A segu in te  convenção é adotada:
I As funções de 1 a  4 são  as  funções b ilin e a re s  (4.4) assoc iadas aos 
v é rtice s  do elem ento .
II P a ra  e lem entos de g rau  m aior ou igual a  2  tem -se :
-  As p rim e ira s  q u a tro  funções e s tã o  a sso c ia d as  ao s  lados do elem ento, 
o rd en ad as no sen tid o  a n ti-h o rá r io  (funções de in te rp o lação  4 .5).
-  As dem ais funções re la tiv a s  a  e s te  g ra u , se  e x is tire m , e s tão  asso ­
c iad as  ao  nó c e n tr a l  (funções de in te rp o lação  4.7).
P o r exem plo, um elem ento  do  4fi g ra u  tem  a  seg u in te  num eração  p a ra  as  funções de 
in te rp o lação
-  Funções 1-4 a sso c iad as  aos v é rtice s  1-4.
-  Funções 5 ,9  e 13 asso c iad as  ao lado 1.
-  Funções 6,10 e 44 a sso c iad as  ao lado 2.
-  Funções 7,11 e 15 assoc iadas  ao lado 3.
-  Funções 8,12 e 16 asso c iad as  ao lado 4.
-  Função 17 a sso c iad a  ao nó c e n tra l.
Como com entado  an te rio rm e n te , a s  funções b id im ensionais são  co n stru íd as  a  p a r -
t i r  do p ro d u to  de funções unidim ensionais. A conexão e n tre  os dois con jun to s (de 
modo a  se  t e r  a  seqüência  de num eração defin ida  a n te r io rm e n te )  é  e s tab e lec id a  
a tra v é s  de dois a r r a n jo s  bidim ensionais, INDES e INDEB, defin idos po r
INDES(I.J) = Núm ero da função de in te rp o lação  (asso c iad a  a  um v é rtic e  ou 
a  um lado) co rre sp o n d en te  ao produto  da  Irésim a função  de in te rp o la ç ão  (1-D) n a  d i­
reção  KSI, p e la  J -é s im a  função  de in te rpo lação  (1-D) na  d ireção  ETA.
INDEB(I.J) = Análogo de INDES, só que é usado p a ra  c o n s tru ir  funções bo­
lhas.
E stes  a r r a n jo s  são  constru idos a tra v és  dos segu in tes códigos:
Código pa ra  c o n s tr u ç ã o  d e  INDES:
INDES(l.l) = 1 
INDES(2,1) = 2 
INDES(2,2) = 3 (
INDES(1,2) = 4 
NBANT = 0
PARA LC =(3j(MXPL + 1) FAÇA
SE (LC £ 6 ) NBANT = (LC -  4)*(LC -  5 ) /2  
NFANT = 4*(LC -  2) + NBANT 
INDES(LC.L) = NFANT + 1 '
INDES(2,LC) = NFANT + 2 ^
INDES(LC,2) = NFANT + 3 ^
INDES(l.LC) = NFANT + 4 I  
FIM DO FAÇA
onde MXPL é igual a  m aio r ordem  polinom ial usada.
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Código para  c o n s tru çã o  d e  INDEB:
NUMB = 1 
II = 0
PARA IGR = 4.MXPL FAÇ7A
II = II + 1
I = II + 1
PARA J = 1,11 FAÇA.
1 = 1 - 1
INDEB(I.J) = 4*IGR + NUMB 
NUMB = NUMB + 1 
FIM DO FAÇA 
FIM DO FAÇA
71 * 1 2 3 4 5 * * 1 2 3 4 5
€  i 1 4 8 12 16 K i 17 23 3 0 3 8 47
*  2 2' 3 6 10 14 *  2 22 29 3 7 4 6
3 5 7 3 28 36 4 5
4 9 11 4 35 44
5 13 15 S 43
Fig .4 .4 . A rran jo  INDES p a ra  elem entos com p  s  4, 
e INDEB p a ra  elem entos com 4 £ p  s  8 .
4 .4 .2  C onstrução das F unções de In terpolação B id im ensionais.
O cálculo  das funções de in te rp o lação  e de suas derivadas em um pon to  de in te ­
g ração  (KSI.ETA), é fe i to  u tiliz a n d o -se  os a r ra n jo s  INDES e INDEB. P a ra  e fe ito  de 
ilu s tra ç ã o  é m ostrado  o cá lcu lo  dos valo res das funções de in te rp o lação . 0  cálculo  
das de rivadas  é fe i to  s im ultaneam en te  e de m aneira  análoga.
FILK(I) = I-é s im a  função  de in te rpo lação  1-D, na  d ireção  KSI, a sso c iad a  
a  v é rtic e s  ou lados.
FILET(J) = Idên tico  a  FILK, só que na d ireção  ETA.
BKP(L) = L -ésim a função  de in te rpo lação  1-D, na  d ireção  KSI, a sso c iad a  
a  funções bolha.
BETP(K) = Idêntico  a  BKP, só que na  d ireção  ETA.
FUNC1D = S ub ro tina  que ca lcu la  os va lo res das funções unid im ensionais
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a u x ilia re s  no ponto de in teg ração  unidim ensional EK.
IGRAU = G rau  p  das funções de in te rpo lação .
DPSIR(I) = V alor da  i-é s im a  função  de in te rpo lação  bidim ensional.
CALL FUNC1D(KSI,IGRAU,FILK.BKP)
CALL FUNC1D(ETA,IGRAU,FILET.BETP)
C V alo res d a s  funções a sso c iad as  aos v é rtice s
PARA I = 1,2 FAÇA
PARA J = 1,2 FAÇA
DPSIR(INDES(I,J)) =  FILK(I) * FILET(J)
FIM DO FAÇA
FIM DO FAÇA
C V alo res d a s  funções asso c iad as  aos lados
PARA N = 3,(IGRAU+1) FAÇA
DPSIR( INDES( N, 1)) = FILK(N) * FILET(l)
DPSIR(INDES(2,N)) = FILK(2) * FILET(N)
DPSIR(INDES(N,2)) = FILK(N) * FILET(2)
DPSIR(INDES(1,N)) = FILK(l) * FILET(N)
FIM DO FAÇA
C V alo res  d a s  funções bolhas
PARA L *  1,(IGRAU -  3) FAÇA
PARA K = 1, (IGRAU -  3) FAÇA
SE (L + K s  IGRAU -  2) ENTÃO
DPSIR(INDEB(L,K)) = BKP(L) * BETP(K)
FIM DO SE 
FIM DO FAÇA
FIM DO FAÇA
P o rta n to , p a r a  se  c o n s tru ir  a  m a tr iz  de rig id e z  de um elem ento de ordem  IGRAU, 
b a s ta  f a z e r  os p ro d u to s  d as  funções 1-D m o strad o s acim a, pe rco rren d o  os a r ra n jo s  
INDES e INDEB a té  a  l in h a /c o lu n a  (IGRAU+1) e (IGRAU-3) respectivam ente .
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OBSERVAÇÕES:
(I) Ao se  u t i l iz a r  o esquem a de num eração  d a s  funções de in te rp o lação , defin ido  
n a  Seção 4.4.1, a s  colunas, re la tiv a s  aos g ra u s  de lib e rd ad e  de um de te rm inado  nó, 
não o cu p arão  posições con tíguas d e n tro  da  m a tr iz  de um elem ento . Os g ra u s  de lib e r­
dade e s ta r ã o  ag rupados segundo a  ordem  d as  funções de in te rp o lação  à s  qua is  e s tão  
assoc iados. Ou s e ja , os p rim eiro s  g rau s  de lib e rd ad e  são  os assoc iados às  funções 
lin e a re s , depois v irão  os associados à s  funções q u a d rá tic a s , e a ssim  sucessivam ente , 
como esq uem atizado  na  F ig u ra  4.5.
1 , 2 , 3 , 4 5 , 6  , 7 , 8 5 , 6 ,  7 , 8 5 , 6 , 7 , 8 , 9
12
g r a u
2 2
g r a u
3 2
g r a u
4 2
g r a u
Fig. 4 .5  Ordem das funções de in te rp o lação  u til iz a d a s  p a ra  a  co n stru ção  
de algum as p a rc e la s  da m a tr iz  de um elem ento  p -h ie rá rq u ic o .
N o te -se  que e s ta  ordenação  dos g ra u s  de lib e rd ad e  é d ife re n te  d a  norm alm ente 
u til iz a d a , porém , é a  m ais adequada p a ra  um p ro cessam en to  p -a d a p ta tiv o . No Capítulo 
6  é a p re se n ta d a  um a e s t ru tu ra  de dados capaz  de lid a r  com e s ta  s itu ação .
(II) P e la  F ig u ra  4 .5  n o ta -se  que não é n e c essá rio  se  u t i l iz a r  a  m esm a ordem  de 
in te g ra ç ã o  num érica  p a ra  as  d iv ersas  p a rc e la s  da m a tr iz  de um elem ento . N este t r a b a ­
lho a d o to u -se  a  segu in te  r e g ra  p a ra  um a dada  p a rc e la  (elem entos com 1 ^  p  s  8 ):
ORDEM = MINÜO, IGRAU + K) (4.21)
onde IGRAU é a  ordem  das funções re la tiv a s  a  e s ta  p a rc e la  da  m a tr iz  e K depende 
p rin c ip a lm en te  do g rau  de d is to rção  do elem ento. U sou-se  K = 2 p a ra  m alhas não d is­
to rc id a s .
57
4.5  P a tc h -te s t  e  A n álise  E sp ectra l dos E lem entos H ierárq uicos para  E la stic id a d e  2D.
Uma fa s e  de sum a im portância  na im plem entação de um novo elem ento  é a 
re a liz a ç ã o  de p a tc h - te s ts  e a  determ inação  de seu espec tro . A través do p rim eiro  é 
v e rif icad o  se a  solução e x a ta  é ob tida  quando se u til iz a  e lem entos de o rdem  p  sendo 
a  solução e x a ta  é um polinóm io de ordem  m enor ou igual a  p  (Z ienkiew icz & Morgan, 
1983). A través da  an á lise  e sp ec tra l é verificado  se os modos de corpo ríg id o  são  bem 
re p re se n ta d o s  pelo elem ento  e se o elem ento é in v arian te  em re la çã o  à  ro ta ç õ e s  dos 
s is te m a s  de coordenadas (n a tu ra is  po r exemplo).
Fig. 4 .6 . M alha e condições de contorno paira o p rim eiro  p a tc h - te s t
(k)(unidades em mm). Uj, são  os g raus  de liberdade d as  funções 
h ie rá rq u ic a s  associdas aos nós dos lados dos elem entos.
Na F ig u ra  4 .6  é m ostrado  o p rim eiro  patch  de elem entos u tiliz a d o  assim  como as 
condições de con torno  im postas. Adotou-se, p a ra  e s te  p rob lem a, e s ta d o  plano de 
ten são , módulo de e la s tic id ad e  E = 2 ,lx l0 5  N/mm2, coefic ien te  de Poisson v  = 0 ,3  e a 
e sp essu ra  da m em brana igual a  1,0 mm. A solução e x a ta  é
e xx =  0 0 1
e yy = -0 .0 0 3 (4.22)
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7fxy — 0
U(u) = 6 ,3 x l0 4  N.mm
onde U(u) é a  e n e rg ia  de deform ação .
O segundo p a tch  de e lem entos u tilizado  é m ostrado  na F ig u ra  4.7. D esta  vez fo ­
ra m  im p o stas  condições de con torno  co rresponden tes a  um estado  de c isa lham en to  puro , 
ou s e ja
y xy = 0 .0 4  c yy  = 0
Gxx = 0 (4.23)
C onsiderou -se  e x is t i r  um es tad o  plano de deform ação , E = 2 ,6 x l0 9  N /m m 2, v  = 0 ,3  e 
e sp e ssu ra  u n itá r ia .
Fig. 4.7. M alha e condições de con torno  p a ra  o p a tc h - te s t  de c isa ­
lham ento  puro  (unidades em mm). Além das condições de con torno
(k)m o strad as  acim a fo i im posto que un = 0  em dQ.
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Ao se  u t i l iz a r  o conjunto  de funções h ie rá rq u ic a s , Qp, da  Seção 4 .2  ob teve-se  
p a ra  o p rim e iro  p a tc h - te s t, em todos os pontos ca lcu lados, deform ações concordan tes 
com os v a lo re s  ex a to s  a té  pelo menos os 13 p rim eiro s  a lgarism os s ig n ifica tiv o s . Como 
p a ra  e s te  p a tc h  (elem entos com p  = 8 ) o logaritm o do núm ero de condição da  m a tr iz  de 
r ig id e z  vale  2,711, conclu i-se  que o elem ento p a ssa  no p a tc h - te s t .
P a ra  o p a tc h - te s t  da  F igu ra  4.7 o con jun to  Q' tam bém  fo rneceu  os resu ltad o s  
e sp era d o s . N este  caso  houve concordância, e n tre  a s  soluções e x a ta  e aprox im ada, a té  
pelo  m enos os 15 p rim eiro s  a lgarism os s ig n ifica tiv o s . O logaritm o  do núm ero de con­
d ição  da  m a tr iz  de rig id ez  p a ra  e s te  p a tch  (elem entos com p  = 8 ) vale 1,3059.
A a n á lis e  e sp ec tra l dos elem entos h ie rá rq u ico s, co n stru íd o s a  p a r t i r  do conjun­
to  Qp, m o stro u  como esperado  t r ê s  au tova lo res  nulos. Paira t e s t a r  a  in v ariân c ia  deste  
con ju n to  em  re la çã o  a  ro ta ç ão  dos s is tem as  n a tu ra is  dos elem entos, u tiliz o u -se  o 
p a tc h  da  F ig u ra  4 .6  e v á ria s  configu rações de s is te m a s  n a tu ra is , o ra  deixando-se  
to d o s os s is te m a s  pa ra le lo s , o ra  não. O bteve-se d ife re n te s  au tova lo res p a ra  as  d ife ­
re n te s  co n fig u raçõ es  de s is tem as n a tu ra is , o que d em o n stra  que o con jun to  Qp não é 
in v a r ia n te  em re la çã o  à  ro ta ç ão  dos s is tem as  n a tu ra is . Is to  pode s e r  v isualizado  na 
F ig u ra  4 .8 , a  qual m o stra  a  d is tr ib u ição  de s in a is  d as  funções v4n >n = í~4, ao lon­
go dos lados de um elem ento p a ra  ro ta ç õ es  de k*90°, k= 0 -3 , dos s is tem as  n a tu ra is .
k = 0 k = 1
i T
k = 3
Fig. 4 .8 . D istribu ição  de s in a is  das funções 0 2n ,n  = 1-4, 
do conjunto  Qp ao longo dos lados de um elem ento.
A F ig u ra  4 .8  m o stra  que, dependendo da posição re la tiv a  dos s is te m a s  n a tu ra is  
de dois e lem entos vizinhos, haverá  uma incom patib ilidade de s in a is  d as  funções 
ím p ares  ao  longo do lado comum. Na F ig u ra  4 .9  fo i re p re se n ta d a  um a d es ta s  
co n fig u raçõ es  incom patíveis. N esta  configu ração  o lado 2 do elem ento Kt coincide com 
o lado  2  do elem ento  K2. N o ta-se  que ao longo do lado em comum a função  \J>22 do ele­
m ento  Kt t e r á  um sina l c o n flita n te  com o da função  0 2 2  e lem ento K2.
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Fig. 4 .9 . C onfiguração  de s is te m a s  n a tu ra is  incom patível 
p a ra  a s  funções ím pares  do con jun to  Qp.
E x is tem  pelo m enos t r ê s  so luções p a ra  e s te  p rob lem a de incom patib ilidade de 
sina is:
(I) A so lução  m ais óbvia e sim ples é sem pre u t i l iz a r  co n fig u raçõ es , de sis tem as 
n a tu ra is , com patíveis. N este caso  o p ro g ram a  deve s e r  capaz  de d e te c ta r  uma configu­
ra ç ã o  incom patível. N este tra b a lh o  a d o to u -se  e s ta  solução .
(II) Um aperfe içoam en to  da  so lução  I é, sem pre que se d e te c ta r  dois elem entos 
com s is te m a s  n a tu ra is  em posições incom patíveis, m u ltip lic a r  p o r - 1  a s  devidas 
lin h as  e co lunas da  m a tr iz  de r ig id e z  de um dos elem entos.
(III) Uma fo rm a  de e v ita r  os te s te s  de com patib ilidade  é f a z e r  com que in ic ia l­
m ente h a ja  incom patib ilidade  de s in a is  das funções ím pares  ao longo de todo o con-
aL
to rn o  in te r-e le m e n to s . Is to  pode s e r  conseguido m u ltip lican d o -se  as  funções e
i/ij4, do con jun to  Qp, po r ( - 1 )1+1. Ou se ja , m u ltip lic a r  p o r - 1  a s  funções ím pares 
a sso c iad as  aos lados 3 e 4 dos elem entos. F e ito  is to , a n te s  de so b rep o r a  m a tr iz  de 
um elem ento , v e rif iq u e , p a ra  cad a  lado L do elem ento , se a  m a tr iz  do elem ento vi­
zinho ao lado  L j á  fo i so b rep o sta . Caso não ten h a  sido  m u ltip lique  p o r  -1 as devidas 
linhas e co lunas, da  m a tr iz  d es te  elem ento , re la tiv a s  a s  funções ím pares associadas 
ao lado L.
Como com entado  na Seção 4.1.1 o uso de funções h ie rá rq u ic a s  r e s u l ta  em sis tem as 
de equações bem condicionados. Na F ig u ra  4.10 fo i tra ç a d o  o lo g aritm o  do núm ero de 
condição das m a tr iz e s  r e fe re n te s  ao pa tch  de F ig u ra  4 .6  v ersu s o núm ero de g rau s  de
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lib erdade . 0  núm ero de condição é defin ido po r (Babuska e t  a l . ,  1989).
NCOND = Àmax /  Xmln (4.22)
onde Àmax e Amin são o m aior e o m enor au tova lo res respec tivam en te .
Os núm eros de condição fo ram  calcu lados após um p re-cond ic ionam en to  tr iv ia l ,  ou 
s e ja , os te rm os da m a tr iz  de rig idez  são  reescalonados de modo a  se  t e r  Ku  = 1  
(Babuska e t  a l., 1989). N o ta-se  um cresc im ento  b a s ta n te  len to  do lo g aritm o  do núm ero 
de condição ap e sa r  dos elem entos do p a tch  es ta rem  b a s ta n te  d isto rc id o s .
No de G rau s  de L ib e rd a d e
Fig. 4.10. Com portam ento do núm ero de condição u tilizando  o con jun to  Qp.
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CAPÍTULO 5 
Es t im a tiv a  a  Posteriori do Erro de Discretização
5.1 I n tro d u ç ã o .
Como v isto  no C apítulo 2 um a e s tim a tiv a  a  p r io r i  do e r ro  de d isc re tização  f o r ­
nece in fo rm açõ es como a  ta x a  de convergência a s s in tó tic a  da so lução  aprox im ada quan­
do h ->0 ou p->oo. Porém , apenas a tra v é s  de um a an á lise  a  p o s te r io r i ,  ou se ja , após uma 
ap ro x im ação  u p da solução t e r  sido ob tida , é possível se e s tim a r  q u an tita tivãm en te  o 
e r r o  e  = u  -  u p, p a ra  uma p a r t ic u la r  d isc re tiza ç ã o  u tilizad a .
E x is tem  v ário s  c r ité r io s  que um p a r t ic u la r  e s tim ad o r de e r ro  a  p o s te r io r i  deve 
s a t i s f a z e r .  Os p rin c ip a is  são:
(1) F o rn e ce r um a boa e s tim a tiv a  do e r ro  independentem ente do uso de ex tensão  h, 
p  ou h - p  p a ra  au m en tar a  dim ensão do espaço solução. Ou se ja , o índice de e fe tiv id a - 
de
T = 0  /  HeII, (5.1)
onde 0  é a  e s tim a tiv a  do e rro  global, deve se a p ro x im ar de 1  quando h - > 0  ou p-»oo.
(2 ) O e s tim ad o r de e rro  deve p re fe ren c ia lm en te  re q u e re r  apenas inform ações lo­
c a is  ao  invés de globais.
(3) O c u s to  com putacional do estim ado r deve r e p re s e n ta r  apenas uma pequena p a r ­
c e la  do c u s to  to ta l  da análise.
(4) O e s tim ad o r deve e s ta r  m atem aticam en te  bem fundam en tado  a fim  de se g a ra n ­
t i r  que a  e s tim a tiv a  do e rro  global se com porte como o e r ro  global.
(5) O estim ad o r deve se r  aplicável a  uma v a s ta  c lasse  de e lem entos f in ito s  e de 
p rob lem as.
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(6 ) O e s tim a d o r deve s e r  sim ples de im plem entar em p ro g ra m as  j á  ex is te n te s .
V ários são  os e s tim ad o res  de e rro  e x is ten te s  na l i t e r a tu r a  p a ra  o Método de 
E lem entos F in ito s  (MEF). Porém  poucos sa tis fazem  os c r i té r io s  lis tad o s  acim a. Em 
Oden e t  a l . ,  (1989) é a p re sen tad o  um amplo estudo de v á ria s  té c n ic a s  de es tim a tiv a  a 
p o s te r io r i  do e r ro  de d isc re tiza ç ã o  p a ra  a  versão h -p  do MEF no co n tex to  de proble­
m as e líp tico s  e sc a la re s . O Método dos Resíduos em Elem entos (MRE) e o m étodo baseado 
em p ó s-p ro cessam en to  da  solução aproxim ada (MPP), m o s tra ra m -se  b a s ta n te  precisos. 
N este  cap ítu lo  são  ap re se n ta d o s  os form alism os m atem ático  dos m étodos MRE e MPP 
assim  como a lgum as m odificações in troduzidas a  fim  de to rn á - lo s  m ais p rec isos e de 
m enor custo . No C apítu lo  7 a  perfo rm ance dos estim adores é te s ta d a  num ericam ente.
5 .2  O M étodo dos R esíduos em E lem entos para Problem as da E la stic id a d e  e de P otencia l
Como v is to  n a  Seção 2.4.2.1, no Método dos Resíduos em E lem entos reso lve-se , 
p a ra  cada  elem ento  f in ito  K, um problem a local a  fim  de e s tim a r  o e r ro  de uma dada 
so lução  ap rox im ada. A ntes de a p re se n ta r  o problem a a  s e r  reso lv ido  são  n ecessá rias  
a s  de fin içõ es  dadas  a  se g u ir  no con tex to  do Problem a de Poisson.
5.2.1 O M étodo dos R esíduos em E lem entos para Problem as de P o ten c ia l.
Na Seção 3 .3  m o stro u -se  que a  aproxim ação de elem entos f in ito s  p a ra  o Problem a 
de Poisson  (3.7) pode s e r  ob tida  reso lvendo-se  o seguin te  problem a:
E ncon tre  up e  Xp(í2h), t a l  que
B (U p,vp) = L(vp) V vp e Xp(£2h) (5.2)
onde
(5.3)
L(vp) = f vvp d x tdx 2  + f svp ds (5.4)
e o espaço  de elem entos f in ito s  Xp é definido usando-se  o con jun to  de funções de 
in te rp o la ç ão  p -h ie rá rq u ic a s  Qp(K) definido na Seção 4 .2
Xp = < vp e  Hl(nh) 9  vp | K e  q;(K), K e Lh, vp = 0  em r D } (5.5)
onde vp | K ind ica a  r e s tr iç ã o  d a  fu n ção  vp ao elem ento  K e I H é um a p a r t iç ã o  do 
dom ínio Q (vide Seção 3 .2).
O e r ro  de d isc re tiza ç ã o , da  ap ro x im ação  up,
ep = u -  up (5.6)
s a t is fa z  a  segu in te  condição de o rto g o n a lid ad e  (vide Seção 3 .2)
B(ep>vp) = 0 V vp e  Xp (5.7)
D efine-se  tam bém  o espaço  en riquecido  Xp+i que s a t i s fa z  a
Xp c  Xp+i c  H ^ n )  (5.8)
onde H: (Q) fo i defin ido  em (3.10). 
r
A solução en riquecida  u p + 1  e  Xp + 1  s a t i s fa z  a
B(up+1 >vp+1) = L(vp+1) V vp+i e Xp+i (5.9)
e o e r ro  re la tiv o
Ç p  =  u p +i  “  u p  =  e p  "  e P+i (5 - 1 0 )
onde e p + 1  = u -  up+1, s a t is fa z  a  condição  de o rtogonalidade
B(Ep,vp) = B(ep,vp) -  B(ep+1 ,vp) = 0  V vp e  Xp (5.11)
L em a 5.1 (Oden e t  a l .,  1989)
Seja u a  solução e x a ta  do P rob lem a (3.11) e u p + 1  a  so lução ap rox im ada c o r re s ­
pondente ao espaço enriquecido  Xp+1. E ntão , p a ra  um elem ento  a rb i t r á r io  up e  Xp, 
tem -se
lleP «e = " W e + IIEp "e (5.12)
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Se o espaço  Xp + 1  f o r  substancialm ente  m aior que o espaço  Xp, en tão , llep+1 llE 
deve s e r  bem  m enor que HE^ pllg-. N este caso, s e rá  ju s tif ic á v e l e s tim a r  IIEpllE em vez de 
llepllE. E s ta  s e rá  um a h ipó tese  severa , ou não, dependendo do v a lo r de llep+1 llE. No 
MRE, como será  v isto  m ais ad ian te , e s tim a-se  a  p ro jeção  de E,,, num espaço  a p ro p ria ­
do, em vez de ep.
M a is  A lgum as D e fin iç õ e s :
S eja  a  re s tr iç ã o , ao espaço Xp+i, do operador in te rp o la ç ão -p  g lobal, defin ida
por
Ip : Xp + 1  -* Xp
V p ^ I k  = V v p +1 IK) V K 6  I H e V v p + 1  6  Xp + 1  (5.13)
onde np : Xp+1 (K) -» Xp(K) é a  re s tr iç ã o  do operador in te rp o la ç ã o -p  local (Oden & 
Carey, 1983).
Seja, p o r exemplo, o espaço Xp gerado  pe las f unções b ilin ea re s  u sua is  e o 
espaço  Xp + 1  p o r funções b ilin ea res  e por funções h ie rá rq u ic as  do 2 2  g rau . Se o ope­
ra d o r  IIp f o r  o operador p ro jeção  de L agrange (Ipvp+1) | K se rá , V K e  I H e V vp + 1  e 
Xp+i, um a função  b ilinear.
C onsidere ag o ra  o espaço Xp+1 (K) de re s tr iç õ e s  de funções p e rte n ce n te s  a  Xp+1, 
ao elem ento  K e  I H
Xp+i(K) = { w p + 1  = vp+1| K 3  vp + 1  e  Xp+i > (5.14)
Do f a to  que o espaço Xp+i(K) é de dim ensão f in i ta  e de IIp s e r  um operado r p ro ­
jeção  te m -se  (Oden e t  a l., 1989)
“Vp+ 1 -  npvp+lllE s  CK llvp+1 llE V vp + 1  e  Xp+1 (K) (5.15)
onde CK depende dos p a râm etro s  hK e p K do elem ento e ll.llE é ca lcu lad a  sobre  o 
dom ínio do elem ento  K.
P ode-se  a g o ra  d e fin ir  o subespaço Xp + 1  de Xp+1, ou se ja
(5.16)
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P e la  defin ição  de Ip, X° + 1  pode tam bém  se r  definido por
xJLi = < vp + 1  e  Xp+l 9  vp+1| K € X ^ ÍK ), K e  I „  > (5.17)
onde
X?+1 (K) = < vp + 1  € Xp+1 (K) B np(vp+1) = 0 > (5.18)
Xp+l(K) nada  m ais é que o núcleo do operador in te rp o lação  üp (Oden e t  a l., 
1990).
Se fo rem  usados Xp, Xp + 1  e Ip do exemplo a n te r io r , o espaço  Xp+1 (K) é sim ples­
m en te  o gerado  pe las funções de in terpo lação  h ie rá rq u icas  do 2° g rau  (vide F igu ra  
5.1). No f in a l d e s ta  seção  são  d iscu tidos m ais alguns d e ta lh es  da co n stru ção  do 
espaço  Xp+i(K).
Fig. 5.1. Exem plos de funções no espaço Xp + 1  p a ra  m alhas 
u n i-  e b i-d im ensionais (Oden e t a l., 1989).
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In tro d u z -se  a g o ra  o o p e rad o r p ro jeção  global Pp definido por
Pp : H» -» X°pH ,
B <v P+l *  P p v p +l . w p +i)  =  0  V  w p +1 e  X °+ l
(5.19)
P o d e-se  m o s tra r  que (Oden e t  a l.,  1989)
IIPpEpllE =s llEpllj. * C IIPpEp IIe (5.20)
onde C = m ax  CK e CK fo i d e fin id a  em (5.15).
K «e Lh
S ab e-se  que B(ep+1 ,vp+1) = 0 V vp + 1  6  Xp+1, logo
B(ep+1 ,vp+1) = 0 V vp+l € X j+ 1  . (5.21)
P o r ta n to  Ppep+1, = 0. Sendo Ep = ep -  e p + 1  , tem -se
PpEp = Ppep (5.22)
ou s e ja , a  p ro jeção  do e r ro  re la tiv o , PpEp, no espaço igual a  p ro jeção  do
e rro , Ppep, no mesmo espaço. Isto , ju n tam en te  com (5-20), ju s t i f ic a  que se use  a 
p ro je ç ão  PpEp no espaço Xp + 1  como um a e s tim a tiv a  do e rro  ep desde que a  co n stan te  C 
m an te n h a -se  d en tro  de va lo res  ace itáv e is . Em Oden e t  a l., (1989) o v a lo r de CK (no 
caso  do o p erad o r de L aplace, elem ento  não d isto rcido , e tc .)  fo i estim ado  em 1.25, o 
que ind ica  um a possível subestim ação  do e r ro  ao se u sa r  II PpEp IIE em vez de IIEpllE .
E stim a tiv a  da P ro jeç ã o  Ppep.
2
Oden e t  a l., (1989) su g e riram  que uma es tim a tiv a  de IIPpepllE pode se r  o b tid a  
som ando-se  as  p a rc e la s  ( ll<pKllE)2, K e  LH, onde <pK são  denom inadas funções ind icadoras 
de e rro . As funções <pK podem s e r  o b tid as  reso lvendo-se , p a ra  cada elem ento f in ito  K, 
um p rob lem a local cu jo  v e to r do lado d ire ito  leva em consideração  além  do resíduo  da 
equação  d ife ren c ia l que reg e  o problem a, a  violação das condições de contorno  n a tu ­
r a i s  e a  descontinuidade do fluxo  norm al nos contornos in te r-e lem en to s . No caso  do 
P rob lem a de Poisson (3.7) e s te  p roblem a local é defin ido por (Oden e t  a l., 1986 ou 
Oden e t  a l.,  1989):
68
E ncon tre  <pK € Xp+i(K), t a l  que
Bk^ k. W  =
h f _ L ( a u ;  _ S u J  
I 2  [ô n K S n ,J 
3K\an
r pvp>idn + I— V i ds +
onde:
(f s - | ^ vp+ld s v  vp+l € X°p+I(K) (5.23)
âKíSrN
• r p = f v + V2 up é o resíduo  da  Equação de Poisson no elem ento  K.
*
• uD é a  solução ap rox im ada  nos e lem entos vizinhos ao elem ento  K. P o rta n to
(3u_ a u J | ( 3 u d  , â u _ | a„ . __
[dnK Ô n J  [â n K* ÔnJj em ( 5 , 2  }
*
re p re s e n ta  o s a lto  do fluxo  norm al no con torno  in te r-e lem en to s . nK são  a s  componen­
te s  do* v e to r norm al a  um elem ento vizinho.
• A p a rc e la
( f s -  em 3K nrN (5.25)
re p re s e n ta  a  vio lação das condições de con torno  n a tu ra is  na  p a rc e la  do contorno do 
elem ento K que coincide com TN.
A e s tim a tiv a  de IIPpepllE, ou se ja , a  e s tim a tiv a  da  norm a d a  e n e rg ia  do e rro  glo­
bal ep, no MRE, é en tão  dada  por
I ep H E = l'EpllE = HPpEp llE -  IIPpepllE -  0MRE -  [ j ]  BK(<pK,qpK) 1
Lifí=r.. J
1/2
( P ,<P ) |
K € l H
1/2
kçLl
[ 1 E H M  (5.26)
'H
onde 0 MRE deno ta  a  e s tim a tiv a  do e r ro  g lobal u tiliz a n d o -se  o m étodo MRE.
Pode-se  m o s tra r  que (Oden e t  a l . ,  1989)
IIPpepllE *  e MRE (5 .27 )
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N o te-se  que em v is ta  de (5.20) pode s e r  v is ta  tam bém  como a  e s tim a tiv a  de
d o res  de e r ro  locais) podem se r  u sadas como base de um a lg o ritm o  ad ap ta tiv o  de en ri­
quecim ento dos e lem entos (vide C apítulo 6 ).
M o d ific a ç ã o  do  P rob lem a Local (5.23).
A im plem entação  do es tim ado r MRE pode se r  s im p lificad a  se o p roblem a local 
(5.23) fo r  m odificado a tra v é s  da in teg ração  por p a r te s  da  p a rc e la  que leva em consi­
de ração  o resíduo  da equação d ife ren c ia l, ou se ja
IIEpllE , e, a p e sa r  d e s ta  e s tim a tiv a  t e r  um c a ra te r  g lobal, a s  p a rc e la s  lly>KllE (ind ica-
7 up *Vvp +i -  V l f v ^  +
N
(5.28)
onde u so u -se  o f a to  de que
vp+i e  Xp+1 (K) e X°+1(K) c  Xp+i vp+, = 0 em rD (5.29)
N o te-se  tam bém  que <pK e  Xp+1 (K) o que im plica que <pK = 0  em f D.
P o rta n to  o problem a local (5.23) fica:
E ncontre  <pK € Xp+1 (K), ta l  que V vp + 1  € X£+1 (K)
(5.30)
onde
M V i *  = f v V l + f s V tds - (5.31)
K aichrN
é o fluxo normal médio ao longo do contorno inter-elementos.
N o te-se  que, d e s ta  fo rm a , a  construção  do problem a local (5.30) to rn a - s e  b a s­
ta n te  sem elhan te  à  construção  da m a tr iz  de rig idez  e do v e to r c a rreg am en to  p a ra  um 
elem ento  qualquer.
E screvendo-se  <pK, vp + 1  e up em te rm o s das funções base  tem -se :
m a (5.30) pode s e r  en co n trad a  reso lvendo-se , após a  im posição das condições de con­
to rn o  em ô K n rD, o seguin te  s is tem a  de equações (não há som a em k):
0  espaço  enriquecido Xp + 1  é gera lm en te  constru ído  aum entando-se  un ifo rm em ente , 
em cad a  elem ento  f in ito  K 6  I H, a  ordem  da aproxim ação  de p  p a ra  p  + 1 (í = 1) (Oden 
e t  a l .,  1989). N este caso Xp+l é denotado po r Xp+1.
Como v isto  an te rio rm en te , no MRE e s tim a -se  a  p ro jeção  PpEp em vez de ep e e s ta  
ap rox im ação  s e rá  tão  menos sev era  quanto  m elhor up+1, € Xp+1, r e p re s e n ta r  a  solução 
u (Lema 5.1). Devido a  e s ta  co n sta tação , n este  tra b a lh o  são ana lisados os casos  em 
que 1 = 1 e i = 2 , ou se ja , são  fe ito s  experim entos num éricos u til iz a n d o -se  os
3 = l,..,d im (X p+l(K)) (5.34)
v .(x ) = vP +li(i (x)
K 1 OL OL
ct = l,..,d im (X p+1 (K)) (5.35)
y = l,..,d im (X p(K)) (5.36)
onde {é  > fo rm a  a  base de X °.(K ) e {ip } fo rm a  a  base de X^K). A solução do P ro b le -
ot y





esp aço s  Xp + 1  e Xp+2. C onseqüentem ente se  e s ta r á  estim ando  a  p ro jeção  PpEp o ra  no 
e sp aço  Xp+1 (K), o ra  no espaço Xp+2 (K). Os índ ices "1" e "2" in d ica rão , no Capítulo 
7, o uso  d a  p r im e ira  e da segunda abordagem , respec tivam en te . P o r exem plo, a  es tim a­
t iv a  d a  n o rm a  da  en erg ia  do e r ro  g lobal, dada  pe la  Equação (5.26), é denotada por
®MRE1 OU P°r  ®MRE2-
No caso  d a  v e rsão  p  do Método de E lem entos F in ito s , se  fo rem  u tiliz a d a s  funções 
de in te rp o la ç ã o  p  h ie rá rq u ic as , a  base  do espaço  Xp+1 (K) é c o n s titu íd a  apenas das 
fu n çõ es  que são  ad ic ionadas h ie rá rq u icam en te  à  base  do espaço Xp(K), quando a  ordem  
d a  ap ro x im ação  p a ssa  de p  p a ra  p  + i. P o r ta n to  a  dim ensão de Xp+1 (K) é de apenas 
(Bank & W eiser, 1985)
dim(Xp+1 (K)) = dim(Xp+1 (K)) -  dim(Xp(K)) (5.38)
o que to rn a  a  so lução  dos problem as locais (5.30) b a s ta n te  econôm ica.
As d im ensões dos conjuntos de funções de in te rp o lação  h ie rá rq u ico s , u tilizados 
n e s te  tra b a lh o , são  dadas por
dim(Qp(K)) = P k /  2 + 3 p K /  2  + 3 (5.39)
C onseqüentem ente  a  dim ensão dos p rob lem as loca is  (p a ra  o caso  de a  solução se r  
um a fu n ção  e sc a la r )  s e rá  igual a
= 1 f dim = p ♦ 2 , p « 1 . _ 2 |  dim = 2p ♦ 5 , p  « 1 4Q
^ dim  = 4 , p  = 1 ^ dim  = 8  , p  = 1
Uma conseqüência , de im portânc ia  óbvia, do uso dos con jun to s Xp+1 (K) na fo rm u­
lação  dos p rob lem as locais associados ao MRE, é a  de g a ra n t ir  que o s is tem a de 
equações (5.37) s e ja  positivo-defin ido . Is to  o c o rre  mesmo quando 3KnrD = 0 , ou se ja , 
quando o p rob lem a local fo r  um problem a de Neumann (Bank & W eiser, 1985).
5 .2 .2  O M étodo  dos R esíd u o s em  E le m e n to s  p a r a  P ro b le m a s  d a  E la s tic id a d e .
O MRE p a ra  p roblem as da e la s tic id ad e  é conceitua lm en te  idên tico  ao desenvolvido 
na  seção  a n te r io r  p a ra  o Problem a de Poisson. P o r ta n to , n e s ta  seção o m étodo se rá  
a p re se n ta d o  de um a m ane ira  m ais su sc in ta .
E stim a tiva  da  P ro je ç ã o  PpEp.
A e s tim a tiv a  d a  p ro je ç ão  PpEp, no caso  da e las tic id ad e , é o b tid a  reso lvendo -se , 
p a ra  cada  elem ento  f in i to  K e  LH, o segu in te  problem a local (Oden e t  a l .,  1986):
E ncon tre  {<pK> e  Xp+l(K), t a l  que
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b k^ k>vp+i ) =
K a» \a n
|t (u * )  -  t(Up)j.vp+1 ds +
[g -  t ( u p)| 
ôK *rN
,vp + 1  ds V v p + 1  e  Xp+i(K) (5.41)
onde (vide Seção 3.1.2):
Bk(^k>vp+i ) - o-ij(íPic)e u(vp+i) d« 
K
(5.42)
* r p = <r i> = ^ ( “ p^ j + f i> (5.43)
é o res íduo  da  equação  de equ ilíb rio  no elem ento K.
u p é a  so lução  ap rox im ada  nos elem entos vizinhos ao  elem ento  K.
• t ( u p) = {t^Up)} = {o-jjíUpJnj} , (5.44)
p o rta n to , t ( u p) -  t ( u p) r e p re s e n ta  o s a lto  das tra ç õ e s  no con to rno  in te r-e le m e n to s .
3K nfN.
♦ (g -  t ( u p)) r e p re s e n ta  a  violação das condições de con to rno  n a tu ra is  em
• 0  espaço  Xp+i(K) é defin ido  por
X°+1 (K) = { v p + 1  = (v1 ,v 2 ,v3) 9  Vi e  Xp+1 (K) > (5.45)
onde Xp+1 (K) fo i defin ido  em (5.18).
M o d ific a ç ã o  do  P roblem a lo ca l (5.41).
Pelos mesmos m otivos d iscu tidos na seção a n te r io r , a  p a rc e la  do res íduo  em 
(5.41) s e rá  m odificada. F ic a -se  en tão  com
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bk^ k»vp+í) = t «vupvrds -
ôK
«TkjíUpíV^dQ + f  kvk +1dn +
3K\3Q








^ ( U p í n j  + (TyíUpínjj v^+1ds j ,k  = 1,3
.3Í2
(5.46)
onde u sou -se  o f a to  que
vP+i e X°+1 (K) e Xp+1 (K) c  Xp + 1  vp + 1  = 0  em f D (5.47)
e nj são  as  com ponentes de n K (veto r unitáirio norm al ao contorno  do elem ento  K).
0  problem a local (5.41) fica :
E ncontre {<pK} e Xp+1 (K), t a l  que V v p + 1  € Xp+1 (K)
onde
bk^k-vp+i) = l k(vp+íJ - bk<up> W  +
ÔK\3£2
>]■J M
t ( u p) • Vp+ 1  ds (5.48)
^K^vp+1  ^ ” f kvk+ldn +
K 5KhrN
p+i, gkvk ds (5.49)
bk(up.vp+i} = °k j(u p)ekJ(V i )d£í * 
K




é a  t r a ç ã o  m édia no contorno  in te r-e lem en to s .
E screv en d o -se  as  funções v p+i e u p em te rm o s das com ponentes das b ases  de
Xp+1 (K) e Xp(K), respec tivam en te ,
Vp+1 =  Vp + 1 \Jj ( x )  
k k/3 p
u p =  Up Ip ( x )  
1 i r  v
a  -  l,..,d im (X p+1 (K))




j .k . l  = 1,3
e u til iz a n d o -se  as  defin ições dadas n a  Seção 3.4.1 tem -se :
b k^ k.vp+i ) = (Bp+1 )TC(Bp+1) da  t y i j  
K
(5.55)
onde Bp+i, p a ra  elem entos ax iss im étrico s , é a  m a tr iz  (3.83) c o n stru íd a  u tilizando  as 
funções da  base  de Xp+1 (K) e C, tam bém  p a ra  elem entos ax iss im é trico s , é dada  por 
(3.71).
Lk(VP+i) ~ f  dQ +
K
g k ^ ^ ds





b k(up .vp+i) = <uy T (Bp)TC(Bp+i) dfl ( v f l 1)k/3
K
(5.57)
onde Bp é c o n s tru íd a  u tilizan d o -se  as  funções da base de X„(K).
>]•J LI
t(uD) I • vD.i ds =* p ' |  • ' p+i  
1 M
t k(up)| i/j ds vp + 1  k J k/3 (5.58)
A so lução  do problem a local (5.48) pode se r  en co n trad a  reso lvendo-se , após a  
im posição d as  condições de contorno  em 3K nfD, o segu in te  s is tem a  de equações:
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f  k* p da  +
K 3Khr,
gk'/'p ds -  <uply>T
N
( B J TC(BPU+Í) dn +
K
3 K \a n Í5
t k(up) |^ _ d s
i/*
(5.59)
a ,0  = l,..,d im (X p+1 (K))
7 = l,..,d im (X p(K))
j ,k ,l  = 1,3 (e la s tic id ad e  tri-d im e n s io n a l)
5 .3  E s t im a tiv a  d e  E r ro  B a sead a  no  P ó s -P ro c e ssa m e n to  d a  S o lução .
Na Seção 3.4.1 m o stro u -se  que a  fo rm a  b ilin ea r associada  aos p rob lem as da  e la s ­
tic id ad e  lin e a r  e s tá t ic a  pode s e r  e s c r i ta  na  fo rm a  abaixo  (vide Equação 3.70)





onde {e> é dado po r (3 .66), C po r (3.67) e L, p a ra  o caso  de p rob lem as 
a x iss im é trico s , é dado p o r (3.71).
D efinindo o e r ro  n as  defo rm ações, e  , e nas tensões, e  , po r
e  = <e> -  <eD> = L (u  -  u j  = L  e




B(e,e) = (L e )TC(Le) dQ = 
Q
(e  )TC(e ) dí2 e c
Q
(e  )TC _1(e J  dfl 
<r cr
n
( <cr> -  {<rp» TC -  {<rp»  dí2
n
(5.63)
onde e  = u  -  u p.
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O cálcu lo  da norm a da e n e rg ia  do e r ro  u tilizan d o  a  e x p ressão  a n te r io r  é  obvia­
m ente  a inda  im possível, desde que não  se  conhece {<r>. Porém , um a e s tim a tiv a  do e rro
pode s e r  o b tid a  se  em (5.63) {<r> f o r  su b s titu íd o  p o r <<r >, obtido a  p a r t i r  do 
p ó s-p ro cessam en to  de {<rp> (Z ienkeiw icz & Zhu, 1987). A e s tim a tiv a  da norm a da  e n e r­
g ia  do e r ro  é en tão  dada  po r
(i) T é c n ic a s  d e  E x tra çã o .
E sta  técn ica  é b aseada  no uso de ex p ressõ es  a n a lític a s  de funções que aproxim am  
o núcleo do funcional de in te re s s e  (Babuska & Noor, 1986). A pesar de p re c isa , e s ta  
té c n ic a  é b a s ta n te  cu sto sa . O utro  incoveniente  é que nem sem pre se conhecem  a s  ex ­
p re ssõ es  a n a lític a s  das f unções de e x tra ç ã o . Um estudo  ex tensivo  d es te  m étodo é 
a p re se n ta d o  em Babuska & M iller, (1984a,b,c).
(ii) M éto d o s  I te r a tiv o s .
1/2
llellE = = - (<<r } -  {<rp})TC \{<r } -  {<rp}) dí2 ■
J  Q
(5.64)
A ex p ressão  co rresponden te  a  (5 .63) p a ra  o P rob lem a de Poisson é
B (e,e) = k  e g.e g dí2 =
(5.65)
onde o e r ro  no g rad ie n te  e no flu x o  são  defin idos resp ec tiv am en te  po r
ee = Vu -  Vup = Ve (5.66)
e  = {0> -  {<pp} = kV(u -  up) = k e g (5.67)
onde k  é, po r exem plo, a  condutiv idade  té rm ic a  do meio.
D en tre  os m étodos e x is te n te s  n a  l i t e r a tu r a  p a ra  o cálculo  de {<r ) d e s tacam -se :
São m étodos, como o de L oubignac, que constroem  um cam po de ten sã o  que é
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contínuo  no con torno  in te r-e lem en to s  (Cantin e t  a l .,  1978; Cook, 1982).
(iii) T é c n ic a s  de  P ro jeçã o .
E ste  m étodo b a s ia -se  no fa to  de que ap esa r da  solução de e lem entos f in ito s , up, 
p o ssu ir  con tinu idade C°, o campo de tensões {<rp>, obtido  d ire tam e n te  de up, é des-
*
contínuo  no contorno  in te r-e lem en tos. Um campo de ten sões  contínuo  (suavizado) {<r } 
pode no e n ta n to  s e r  obtido a tra v és  da pro jeção  de {a-p> n as  funções base  g lobais.
C ada com ponente do fluxo  (tensão) suavizado é ex p resso  da segu in te  fo rm a
o-*(x) = <rj i/»j(x) i = 1,...,M  (5.68)
*
onde ^ i(x )  são  as funções de in terpolação  globais com con tinu idade C° e <Tj são os 
v a lo res  nodais do fluxo  suavizado.
* *
As com ponentes <r, são determ inadas impondo que a s  p ro jeçõ es  de o* (x ) e ^ ( x )  
coincidam , is to  é
^íj[cr (x) -  <rp(x)I dfl = 0 j  = 1,..,M  (5.69)
* Q’
onde Q’ é g e ra lm en te  igual ao domínio global fi.
Como a  in te g ra l (5.69) é calculada num ericam ente, a  ordem  de in teg ração  pode 
s e r  esco lh ida  de modo que os pontos de in teg ração  coincidam  com os pon tos onde há 
superconvergênc ia  dos valo res de <rp(x) (Hinton & Cam pbell, 1974). Porém , na versão 
p -h ie rá rq u ic a , onde gera lm en te  cada porção da m a tr iz  de rig id e z  é ca lcu lada  usando- 
se  um a ordem  de in teg ração  específica  (vide Capítulo 4), e s ta  ordem  de in teg ração  
ó tim a não é bem defin ida.
*
Os v a lo re s  de <rj são obtidos resolvendo-se o segu in te  s is te m a  de equações 
(su b s titu in d o -se  5.68 em 5.69)
í^lj] (íTj) = {Kj> i, j  = (5.70)
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onde
*U = V»i0j dn  
£2 ’
(5.71)
K, = 0 i<rp d£ 2  
£2 ’
(5.72)
N o te -se  que crp, no caso  da e las tic idade , é um a das com ponentes de ten sã o  e no 
caso  do P rob lem a de Poisson  <rD é uma das com ponentes do f lu x o  (#_}.
Se £2’ f o r  igual ao dom ínio global £2, ['i'y] e {Kj} são  c o n s tru íd a s  a  p a r t i r  das
K Kcon trib u içõ es  dos e lem entos [S'y] e {tCj} respectivam ente. D eve-se n e s te  caso  re so l­
ver, p a ra  cad a  com ponente de ten são , um sis tem a  de equações de d im ensão M (M é igual 
ao núm ero de funções g lobais). Uma a lte rn a tiv a  p a ra  d im inuir o cu s to  d e s te  p rocesso  
é desenvolver um a fo rm a  d iagonal p a ra  a  m a tr iz  [ íy ]  (Shephard e t  a l . ,  1989).
*
O u tra  a l te rn a t iv a  p a ra  d im inuir o custo  do cálcu lo  de «Tj é não u s a r  todo 
o dom ínio £2, m as r e a l iz a r  a  suavização a  nível de elem ento. D eve-se n e s te  caso  r e ­
so lver, p a ra  cad a  elem ento  f in ito  K e  I H, um pequeno sis tem a  de equações dado por







e , 1 = l , . . ,m  são  a s  funções de in te rpo lação  locais.
A pesar de seu  baixo  custo , o incoveniente d e s ta  a lte rn a t iv a  é que cad a  elem ento
»
que co m p a rtilh a  um de te rm inado  nó fo rnece  um valo r de <r (x) d ife re n te  n e s te  nó. Uma 
solução p a ra  is to  é c a lc u la r , em cada nó, a  m édia a r i tm é tr ic a  dos v a lo res  fo rn e c i­
dos. Em bora is to  possa  p a re c e r  o mesmo que c a lcu la r a  m édia de <rp, ca lcu lado  d i re ta ­
m ente nos nós, e s te  p rocesso  gera lm en te  fo rnece  resu ltad o s  bem m elhores (Shephard  e t 
a l., 1989). N este  tra b a lh o  ado tou -se  e s ta  a lte rn a tiv a  já  que se e s ta v a  in te ressad o
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no uso d e s ta  téc n ica  p a ra  o cálcu lo  de ind icadores de e r ro  locais e não p rop riam en te  
p a ra  a  e s tim a tiv a  do e r ro  g lobal. No C apítulo 7 e s ta  abordagem  é donim onada de MPP1.
K KAs com ponentes da m a tr iz  ['Py] e do ve to r {k j>, p a ra  o elem ento K e  I H, são 
c a lcu lad as , no elem ento  de re fe rê n c ia  fl, da  seguin te fo rm a
tk
*U  = ^ j | J |  dÇdT) 
Q
(5.76)
K| = ^iCTplJl dÇdT}
n
(5.77)
onde 1J  | é o jacob iano  p a ra  o K-ésim o elem ento e são as  funções de in terpo lação  
d e fin id as  no elem ento  m es tre  £2.
Se os e lem entos não fo rem  d isto rc id o s | J |  s e rá  co n stan te  em cada elem ento e o 
s is tem a ' de Equações (5.73) s e rá  dado por




i, j  = 1...... m (5.78)
N este  caso , a  m a tr iz  [S^j] só p rec isa  se r  tr ia n g u la riz a d a  um a vez e pode se r 
u sa d a  em todos e lem entos que possuam  a  m esm a ordem  polinom ial. Em cada  elem ento, é 
p rec iso  apenas c a lc u la r  a s  in te g ra is  do lado d ire ito  do s is tem a  (5.78). E ste  p roce­
d im ento  fo i experim en tado  mesmo em m alhas que apresen tavam  elem entos b a s ta n te  d is­
to rc id o s . No C apítu lo  7 e s ta  abordagem  é denom inada de MPP2.
O b serva çõ es F in a is .
*
Um asp ec to  in te re s sa n te  do m étodo MPP é que ao se c a lc u la r  <rp, u tiliz a n d o -se  um 
dos m étodos de p ós-p rocessam en to  lis tad o s an te rio rm en te , o u su ário  obtém  tam bém  uma 
e s tim a tiv a  do e r ro  no fluxo , o que p a ra  boa p a r te  dos engenheiros é p re fe rív e l do 
que um a e s tim a tiv a  da  norm a da  energ ia  do e rro .
Z ienkiew icz e t  a l .,  (1989) e Zienkiew icz & Zhu, (1990) ressa lv am  que e s te  tipo  
de e s tim a d o r de e r ro  não funciona bem p a ra  elem entos de ordem  elevada, sendo neste  
caso  m ais indicado o uso de m étodos como o MRE desenvolvido no início deste  
cap ítu lo .
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CAPÍTULO 6  
Aspectos Computacionais
6.1 Introdução.
N este  cap ítu lo  são  ap re se n ta d o s  a lguns d e ta lh es  re la tiv o s  à  im plem entação  do 
p ro g ram a  com putacional u tiliz a d o  p a ra  a  reso lu ção  dos p rob lem as fo rm u lados no 
C apítu lo  3. O módulo p ro ce ssa d o r u til iz a  a  v e rsão  p  do Método de E lem entos F in itos 
p a ra  o b te r  soluções ap ro x im ad as  p a ra  os p rob lem as. A e s t r u tu r a  de dados u tiliz a d a  
n e s te  m ódulo é a p re se n ta d a  n a  Seção 6 .2 . Na Seção 6 .3  é d isc u tid a  a  té c n ic a  em prega­
da  p a ra  o gerenc iam en to  da  u tiliz a ç ão  da  m em ória do com putador. O a lg o ritm o  de e n ri­
quecim ento  a d a p ta tiv o  dos elem entos da  m alha é a p re se n ta d o  n a  Seção 6 .4 .. Na Seção
6 .5  é d iscu tid a  a  im plem entação  da  "R egra do Mínimo". No Apêndice A é a p re sen tad o  o 
m étodo de solução de equações lin ea re s  em pregado.
6.2  E stru tu ra  de Dados do Módulo P rocessador.
A efic iên c ia  de q ua lquer um a das versões do MEF, em ap licações p rá t ic a s , depen­
de g randem en te  de como fo ra m  im plem entadas com putacionalm ente . No caso  d a  v ersão  p , 
po r exem plo, is to  inclu i a  esco lha  de um a e s t r u tu r a  de dados capaz  de g e re n c ia r, 
d u ran te  o p rocessam en to  ad a p ta tiv o , o aum ento  do núm ero  de g ra u s  de lib e rd ad e  asso ­
ciado  com cada  nó e conseqüen te  aum ento do tam anho  d a s  m a tr iz e s  e v e to re s  g lobais, a  
com patib ilização  d a s  funções de in te rp o lação  e n tre  e lem en tos de d ife re n te s  ordens, a  
im posição au to m á tic a  de condições de con to rno , e tc . A im plem entação  de um a e s tru tu ra  
de dados, com os a tr ib u to s  necessá rio s  p a ra  um p ro cessam en to  ad a p ta tiv o , u tilizando  
linguagens tra d ic io n a is , como FORTRAN, é e x trem am en te  d if íc il  (Devloo, 1991).
Segundo B abuska & Noor, (1986) a  im plem entação  com putacional e f ic ie n te  de 
m étodos ad a p ta tiv o s  a in d a  não a tin g iu  a  m atu rid ad e . P rovavelm ente , o uso de lingua­
gens que p erm itam  o uso da  f ilo so fia  de p ro g ram ação  o r ie n ta d a  p a ra  o b je to s , venha a 
m udar e s ta  rea lid ad e .
Um p rocessam en to  a u to -a d a p ta tiv o  re q u e r  m uito  m ais  in fo rm ações do que norm al­
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m ente se n ecess ita . Além dos dados trad icionalm ente  lidos e g e rad o s , o  módulo p ro ­
cessado r im plem entado u til iz a  a s  seguin tes variáveis:
P r in c ip a is  v a r iá v e is  e sca la re s:
NELEM = Núm ero de elem entos do modelo.
NNOS = Núm ero de nós do modelo.
ISTEP = Número do passo  do processam ento  au to -ad ap ta tiv o .
NGRL = Número de g rau s  de liberdade em um determ inado ISTEP. É igual a  som a de 
todos os g rau s  de liberdade associados a  cada  nó do problem a.
NEQU = Núm ero de equações em um determ inado ISTEP. É igual a  NGRL m enos o núm ero 
de g ra u s  de liberdade res trin g id o s  por condições de con to rno  ou pe la  impo­
sição  da R egra  do Mínimo (vide Seção 6.5).
MAXDOF= M aior va lo r que NGRL pode a tin g ir.
NUTIL = Número de term os não nulos da m atr iz  do s is tem a  em um determ inado  ISTEP.
MAXNUT= M aior va lo r que NUTIL pode a tin g ir . É dado, em piricam en te , po r
MAXNUT = MAXDOF * MAXDOF * 4 / 1 0 0  (6.1)
NNCCH = Núm ero de nós onde ex istem  condições de contorno  h ie rá rq u ic a s , ou se ja , nós 
cu jos g ra u s  de liberdade h ierárqu icos devem se r  re s tr in g id o s  p a ra  que as 
condições de con torno  de D irichlet, im postas pelo u su á rio , se jam  s a tis fe i ­
ta s .
MAXPOL= M aior ordem  polinom ial que um elem ento pode a lcan çar.
P r in c ip a is  a rra n jo s:
KDLNC(1:NN0S):
T abela  que arm azena, de fo rm a acum ulativa, os g ra u s  de liberdade  de cada 
nó. KDLNC(I+1) re p re se n ta  a  soma do número de g rau s  de liberdade  dos nós
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1,2.......1-1,1. O núm ero de g rau s  de liberdade do nó I é, conseqüentem ente,
KDLNCO+l) -  KDLNC(I). Se KDLNC(l) = 1, o núm ero de g rau s  de liberdade  do problem a 
pode s e r  calcu lado  por:
NGRL = KDLNC(NNOS+l) -  1 (6.2)
KNEQ(1:NGRL):
A pontadores p a ra  a  equação associada  com cada g rau  de liberdade . Sendo 
J = KNEQ(I), tem -se :
a) J < 0. O g rau  de liberdade  I é conhecido (im posto p o r condição de contorno  
não homogênea) e seu v a lo r é dado po r VDR(MAXDOF + 2 + J).
b) J = 0. O v a lo r d este  g rau  de liberdade é zero  (g rau  de liberdade  associado  a  
um a condição de contorno  hom ogênea ou à  imposição da  R egra do Mínimo).
c) J > 0. O g rau  de liberdade I é uma incógnita  e corresponde à  equação  J do 
s is tem a  de equações .
N o te-se  que a  p a r t i r  do ISTEP 2, do processam ento adap ta tivo , a s  colunas da 
m a tr iz  global, re la tiv a s  aos g rau s  de liberdade de um determ inado nó, não ocuparão  
posições con tíguas den tro  da  m a tr iz . Porém , os apon tadores p a ra  e s ta s  colunas 
e s ta rã o  arm azenados seqüencialm ente em KNEQ (veja a  f ig u ra  seguinte).
31 32 33 63 64 65 90  91 9211 0 27 0 73fl KNEQ(.)
a p o n t a d o r e s  r e l a t i v o s  ao a p o n t .  r e i .  
n ó  I nó  J
Fig. 6.1. Possível con figu ração  de KNEQ após o ISTEP 2.
No início de cada  ISTEP c r ia - s e  uma nova ta b e la  de dim ensão NGRL. As 
in form ações con tidas em KNEQ são  t ra n s c r i ta s  p a ra  e s ta  nova á re a  de m em ória e a  t a ­
be la  KNEQ do ISTEP a n te r io r  é elim inada (u tiliz a -se  a  su b ro tin a  VIDE d e s c r i ta  na 
Seção 6.3)
VDR(l:MAXD0F+2):
a) VDR(1:NEQU) = V etor ca rregam en to  global.
b) As ú ltim as posições do v e to r VDR contém  o v a lo r das condições de con­




M atriz  g e ra d a  pelo MEF. Somente os te rm o s  não nulos da p a rce la  t r ia n g u la r  
in fe r io r  são  a rm azenados, devido a  s im e tr ia  da  m a tr iz . Dois v e to res , PONT e INDIC, 
são  u til iz a d o s  p a ra  e n d e reça r os seus elem entos.
P0NT(1:NEQU+1):
PONTO) ap o n ta  p a ra  o início da  linha  I no ve to r INDIC. P0NT(I+1)-1 ind i­
ca  o ú ltim o  elem ento  da  linha no v e to r INDIC.
INDIC(1:NUTIL):




a 21 a 22
0 a 32 a 33
a 41 0 0  a 44
0 a 52 a 53 a 54
NU TIL = 11 
NEQU = 5
a 22 a 32 a 33 a 41 a 44 a 52 a 53 a 54 a 55
PONT = I 1 2 4 6 8 12
]
]
- £ a n  a 21 
■ [
INDIC = | l  1 2  2  3  1 4 2 3  4 5 J 
Fig. 6 .2 . Exem plo de arm azenam ento  p a ra  a  e s t ru tu ra  de dados u tilizad a .
NVIZ(1:4,1:NELEM):
NVIZ(L,E) = Número do elem ento vizinho ao lado L do elem ento E.
LISTA(1:NELEM):
sendo J = LISTA(I), tem -se :
a) J > 0. Indica a  nova ordem  p a ra  o I-ésim o elem ento  n este  ISTEP.
b) J = 0. 0  I-ésim o elem ento não vai s e r  enriquecido  n es te  ISTEP.
0RDN0( 1: NNOS):
ORDNO(I) é igual a  ordem  do I-ésim o nó global. A ordem  de um elem ento
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qua lq u er é  dada  p e la  o rdem  do seu nó núm ero 9.
ICCH(1:3,1:NNCCH):
a) ICCHÜ.I) = J. Núm ero de um nó onde h á  condição  de contorno 
h ie rá rq u ic a .
b) ICCH(2,I) = Núm ero do p rim eiro  g ra u  de lib e rd ad e , do nó J, n a  d ireção  
U, a  s e r  re s tr in g id o .
c) ICCH(3,I) = Núm ero do p rim eiro  g ra u  de lib e rd ad e , do nó J, n a  d ireção  
V, a  s e r  re s tr in g id o .
EKEL(1:NELEM):
E stim a tiv a  do e rro , na  norm a d a  en e rg ia , p a ra  os e lem entos.
A ntes do in íc io  de um novo ISTEP (e ta p a  8 do a lg o ritm o  d a  Seção 6 .4) a s  e s tru ­
tu ra s  d e fin id as  a n te r io rm e n te  devem s e r  a tu a liz a d a s  p a ra  que os e lem en tos indicados 
p o r LISTA(.) possam  s e r  en riquecidos e um a nova aprox im ação  ca lcu lad a .
A lg o ritm o  pa ra  A tu a liza çã o  d o s  Dados:
1» A tualize  KDLNC u tilizan d o  LISTA e ORDNO do ISTEP a n te r io r  
2* Aloque m ais espaço  p a ra  KNEQ, u tilizando  o novo v a lo r de NGRL.
3» Coloque a s  novas condições de con to rno  em KNEQ u tilizan d o  ICCH.
• A tualize  ICCH p a ra  o próxim o ISTEP.
• A tualize KNEQ e ORDNO p a ra  e s te  ISTEP: E ndereçe a s  novas equações p a ra  e s te  ISTEP 
resp e itan d o  a  R eg ra  do Mínimo.
4» A tualize  PONT e INDIC u tilizando  KNEQ e KDLNC.
5* Calcule a s  dev idas p a rc e la s  d as  m a tr iz e s  e v e to re s  c a rre g am e n to , p a ra  os elem en­
to s  indicados em LISTA.
• Sobreponha e s ta s  p a rc e la s .
• Sobreponha a s  equações n e c e ssá ria s  p a ra  m an te r  a  m alha con fo rm e (vide Seção 6.5).
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6.3  G erenciam ento D inâm ico da M emória.
A necessidade  de dim ensionam ento dos a r ra n jo s  de dados, em tem po de execução, 
em um p ro g ram a  a u to -ad ap ta tiv o , é de im portância  óbvia. Pois, a  cada  passo  do p ro ­
cessam ento  p -a d a p ta tiv o , por exemplo, a  dim ensão dos v á rio s  a r ra n jo s  tem  que se r  
m od ificada  devido à s  novas equações que surgem  com o enriquecim ento  h ie rá rq u ic o  dos 
elem entos.
A linguagem  FORTRAN, porém , não p e rm ite  is to . Como o dim ensionam ento an tec ipado  
de todos os a r ra n jo s  to rn a r ia  o p rog ram a ex trem am en te  in efic ien te , n e s te  tra b a lh o  
u til iz o u -se  a  a locação  "pseudo-dinâm ica" da  m em ória (D hatt & Touzot, 1984; M esquita, 
1990), a p re se n ta d a  a  seguir:
1* Todos os a rra n jo s  volumosos, in te iro s  ou re a is , são  arm azenados 
seqüencialm ente  em um a ta b e la  rea l*4  única: VA(1:K0RE).
2* Cada tab e la , ’t t t t t ’, é re fe re n c ia d a  pela  posição L t t t t t  de seu p rim eiro  
elem ento em VA. Por exemplo, o p rim eiro  elem ento  da  T abela  KDLNC se  en co n tra  
na  posição VA(LKDLNC).
3* O p on te iro  IVA apon ta  p a ra  a  ú ltim a posição ocupada  na  T abela  VA.
4* A C riação  de uma nova ta b e la  (cálculo do po n te iro  L t t t t t  e m od ificação  do 
pon te iro  IVA) é e fe tu ad a  por uma su b ro tin a  denom inada ESPACE. Um dos 
p a râ m e tro s  d e s ta  su b ro tin a  é o tam anho (em by tes) de cad a  elem ento  d a  ta b e la  
e o u tro  é o núm ero de posições da  tab e la . A su p ressão  de uma ta b e la  (m udança 
de posição  d as  tab e la s  que a  seguem, m odificação  dos apo n tad o res  d e s ta s  t a ­
belas e do apon tador IVA) é e fe tu a d a  por um a su b ro tin a  denom inada VIDE.
E ste  esquem a de alocação perm ite , em alguns com putadores, o aum ento  d a  dim ensão 
do a r ra n jo  VA, em tem po de execução, desde que e s te  ten h a  sido defin ido  no BLANK 
COMMON (D hatt & Touzot, 1984:368).
6 .4  A lgoritm o p-A daptativo  para E qU idistribuição do Erro.
Como com entado no Capítulo 2, a  m aio ria  dos a lg o ritm o s a d a p ta tiv o s  b a s e ia -s e  na 
eq ü id is tribu ição  do e rro , medido na norm a da energ ia , e n tre  os elem entos da  m alha.
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O A lgoritm o p a ra  a  versão  p -a d a p ta t iv a  do MEF, u tilizad o  n e s te  tra b a lh o , pode 
se r  exp resso  esquem aticam ente  da  segu in te  fo rm a:
1* ISTEP = 1
2* LEIA:
-  D isc re tização  in ic ia l.
-  L im ite su p e rio r p a ra  o e r ro  g lobal na  norm a da energ ia  (UPBD).
-  P a râm e tro  a  = P a râm e tro  c o n tro lad o r do enriquecim ento  dos e lem entos.
3* In icialize  os a r ra n jo s  KDLNC, KNEQ, ICCH, PONT, INDIC, SS, VDR, e tc .
4* Resolva o s is tem a  de equações, u tilizando  a  solução do ISTEP a n te r io r  (se 
ISTEP > 1) como aprox im ação  in ic ia l p a ra  o Método dos G rad ien tes  Conjugados.
5* Estim e o e r ro  em cad a  elem ento , 0K, e o e r ro  g lobal, 8 , u tilizan d o  uma das 
técn icas  do C apítu lo  5.
6* SE ( 0  < UPBD ) ENTÃO
Vá p ó s -p ro c e ssa r  a  solução.
CASO CONTRÁRIO
6.1 Calcule 0max = m ax 0K
K € L„
6 .2  C onstrua  LISTA, com os e lem entos a  serem  enriquecidos:
ICOUNT = 0
10 ICMAXP = 0
PARA K = l.NELEM FAÇA
SE (EKEL(K) £ ot.0max) ENTÃO 
SE (ORDEL(K) < MAXPOL) ENTÃO 
ICOUNT = ICOUNT + 1 
LISTA(K) = ORDEL(K) + 1 
CASO CONTRÁRIO
ICMAXP = ICMAXP + 1 
FIM DO SE 
FIM DO SE 
FIM DO FAÇA
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SE (ICMAXP = NELEM) ENTÃO
Não é possível a lc a n ç a r  UPBD com e s ta  m alha, PARE.
CASO CONTRÁRIO
SE (ICOUNT = 0) ENTÃO 
a  = 0 .5  * a  
VÁ PARA 10 
FIM DO SE 
FIM DO SE 
FIM DO SE
7* ISTEP = ISTEP + 1
8» A tualize  os a r r a n jo s  KDLNC, KNEQ, ICCH, PONT, INDIC, SS, VDR, e tc .
9* Vá p a ra  a  e ta p a  4.
O bservações:
ORDEL(K) = Ordem do K -ésim o elem ento.
A so lução  do s is te m a  de equações na e ta p a  4 é f e i ta  u til iz a n d o -se  o Método de 
G ra d ien tes  C onjugados com Pré-C ondionam ento  por Decom posição Incom pleta  de Cholesky 
D eslocada (SICCG). No Apêndice A o m étodo é rev is to  susc in tam en te .
Com o a lg o ritm o  acim a, g a ra n te - s e  um lim ite  su p e rio r  p a ra  NGRL, j á  que a  ordem  
polinom ial de um  elem ento  não pode aum en tar indefin idam ente . Além do m ais, se 
0K > 0max e n tão  ORDEL(K) = MAXPOL.
P ossC veis M o d ific a ç õ e s :
- In c rem en to  da  ordem  polinom ial dos elem entos d ife re n te  de um. D esta  fo rm a  po- 
d e r - s e - ia  e s tim a r  a  nova ordem  de um elem ento, de modo a  e q íiid is tr ib u ir  o e rro , u t i -  
l iz a n d o -se  a  e s tim a tiv a  d a  ta x a  de convergência local e um p roced im ento  análogo ao 
"rem eshing" a d a p ta tiv o  de Z ienkiew icz d e sc rito  no C apítulo 2.
-E x p e rim en to s  num éricos com o u tro s  valores do p a râ m e tro  co n tro lad o r do en rique­
c im ento  (p a râ m e tro  a ) . Se o núm ero de elem entos enriquecidos em cad a  ISTEP fo r  pe­
queno (a  g ran d e), a  d isc re tiz a ç ã o  ob tida  se rá  m ais p róx im a d a  ó tim a, porém  serão
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n e c essá rio s  m ais ISTEPs p a ra  se  a lc a n ç a r  a  to le râ n c ia  e s tab e lec id a . L y ra , (1988) 
observou, p a ra  o caso  de um problem a de po tenc ia l, que a  ta x a  de convergência  se 
e s ta b iliz a v a  p a ra  v a lo re s  de a  m aio res que 0 .4 . Z ienkiew icz & C raig , (1986) tam bém  
ap resen tam  re su lta d o s  de experim en to s  num éricos com o p a râ m e tro  a.
6.5 Im p o sição  d e  C o n tin u id a d e  no  C o n to rn o  In te r -E le m e n to s .
A "R egra do Mínimo", d e fin id a  no C apítu lo  2, im plica  n a  segu in te  r e s tr iç ã o : A
ordem  polinom ial, d a  so lução  ap rox im ada , ao longo do lado  de qua lq u er elem ento  é 
dada  po r
ORD(L) = MIN( ORDELÍK^.ORDELÍKj) ) (6.2)
onde Kj e Kj são  os e lem entos que com partilham  o lado  L e ORDEL(Kj), ORDEL(Kj) são 
su as  re sp e c tiv a s  o rdens polinom iais.
P o r ta n to , se  a  ordem  polinom ial no lado L de um elem ento  f o r  m enor que a 
p ró p r ia  ordem  do elem ento , os g ra u s  de lib e rd ad e  de m aio r ordem , n e s te  lado, devem 
s e r  re s tr in g id o s . Devido a  n a tu re z a  h ie rá rq u ic a  das funções de in te rp o lação , a  con­
tin u id ad e  no con torno  in te r-e le m e n to s  é ob tid a  sim plesm ente  faz e n d o -se  com que e s te s  
g ra u s  de liberdade  se jam  nulos (Devioo, 1987a). Is to  pode s e r  conseguido, pelo  me­
nos, de duas m aneiras:
I -  Faça  os ap o n tad o res  em KNEQ, associados aos g ra u s  de lib e rd ad e  que devem  s e r  r e s ­
trin g id o s , iguais  a  ze ro . D uran te  a  sobreposição , da  m a tr iz  e v e to r  f o rç a  de um ele­
m ento, ignore as  lin h as  e co lunas a sso c iad as  a  e sse s  ap o n tad o res . N este  tra b a lh o  
a d o to u -se  e s ta  a lte rn a tiv a .
I I -  Uma o u tra  m an e ira  de se  im por e s ta s  r e s tr iç õ e s  é u t i l iz a r  a  té c n ic a  de p ro jeção  
desenvolvida p o r Devloo, (1987b). N este  caso  a s  equações a sso c iad as  ao s  g ra u s  de 
liberdade , que devem s e r  re s tr in g id o s , são  so b re p o s tas  norm alm ente  n a  m a tr iz  g lobal. 
D esta  fo rm a  e s ta s  equações nunca n e c e ss ita rã o  s e r  rec a lc u la d as  em ISTEPs p o s te r io re s  
(como no caso  da  abordagem  I). A desvantagem  d e s ta  téc n ica  é que e la  só pode se r  
u sada  em conjunção  com m étodos de solução ite ra tiv o s .
6.6 M ódulo P ó s -P ro c e s s a d o r .
A im p o rtân c ia  do pós-p ro cessam en to  g rá f ic o  dos dados, em a n á lise s  a u to -
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a d a p ta tiv a s , é óbvia. Pois, d u ran te  a  fa s e  de p rocessam en to , a  d isc re tiz a ç ã o  in ici­
a l, fo rn e c id a  pelo usuário , é m odificada a  f im  de se  a lc a n ç a r  os lim ites  de e rro  
p ré -e s ta b e le c id o s . Desenvolveu-se en tão  um p ro g ram a, em linguagem  C, que perm ite  a 
re p re se n ta ç ã o  d a  ordem  polinom ial dos e lem entos e da  d is tr ib u iç ã o  de e r ro s  estim ada, 
após cad a  ISTEP. No C apítulo 7 a  an á lise  dos p rob lem as é f e i t a  com o aux ílio  deste  





N este  cap ítu lo  a lguns problem as rep re sen ta tiv o s  são  an a lisad o s  e os resu ltad o s  
ob tidos com parados com soluções an a lític as . Os prob lem as a p re se n ta d o s  são  da e la s t i ­
c idade  p lana , e la s tic id ad e  com a x is s im e tr ia  geom étrica , m a te ria l e de ca rregam en to , 
e p rob lem as de po tencial.
A e fic iên c ia  dos ind icadores de e rro , ap resen tad o s no C apítu lo  5, é te s ta d a  no 
co n tex to  da  versão  p  do MEF. E s ta  e fic iênc ia  é ava liada  em te rm o s  da  ta x a  de conver­
gência  o b tid a  com cada  um dos m étodos. É tam bém  a n a lisa d a  a  qualidade  das e s tim a ti­
vas do e r ro  de d isc re tiz a ç ã o  global. P a ra  is to , d e fin e -se  o índice de efe tiv idade  
global
onde 0  é um a e s tim a tiv a  do e r ro  de d isc re tização  m edido n a  no rm a da  en erg ia  (vide 
Equações 5 .26  e 5 .64). N o te-se  que T deve se m an te r  d e n tro  de c e r to s  lim ites  p a ra  
que o e s tim ad o r s e ja  ace itáv e l, ou m elhor ainda, deve converg ir p a ra  1,0. 0  desvio 
do índ ice T em re la çã o  à  unidade, p a ra  um m étodo p a r t ic u la r  de e s tim a tiv a  de e rro , é 
m edido por
onde r t são  os índ ices de e fe tiv idade  globais p a ra  os NIST p asso s  n e c essá rio s  p a ra  a 
so lução  de um de te rm inado  problem a.
N este cap ítu lo  as  seg u in tes  abreviações se rão  ad o tad as  p a ra  d e n o ta r  os m étodos 
de e s tim a tiv a  de e r ro  usados:




MAA = Método baseado em an á lise  a s s in tó tic a  (Seção 2 .4 .6).
MRE1 = Método dos Resíduos em E lem entos u tilizando  os espaços Xp+1(K) p a ra  a
solução dos problem as loca is  (Seção 5.2).
MRE2= Método dos Resíduos em E lem entos u tilizando  os espaços X°+2(K) p a ra  a
solução dos problem as loca is  (Seção 5.2).
MPP1 = Método baseado no pós-p ro cessam en to  da  solução (Seção 5.3)
MPP2= Método baseado no pós-p ro cessam en to  d a  solução. N este caso  a  suav ização  
a  nível de elem ento é f  e i ta  reso lvendo-se  o s is tem a  de equações 
sim plificado  (5.78).
O e r ro  re la tiv o  na norm a da  e n e rg ia , defin ido  por
onde a  e n e rg ia  de deform ação , U(u), fo i e s tim ad a  reso lvendo-se  a  Equação (2.37).
No C apítu lo  1, a  solução u  de um problem a fo i c la ss if ica d a  levando-se em consi­
d e ração  a  m alha de elem entos f in ito s  u sada  e a  suavidade de u . P a ra  p rob lem as p e r ­
te n c e n te s  à  c a te g o ria  A, o e rro  na  norm a da en erg ia  decresce exponencialm ente quando 
a  v e rsão  p  é u tiliz a d a . Ou se ja ,
lie IIer IIeIIE /  Hull (7.3)E E
fo i estim ado , no caso  dos m étodos MRE e MPP, por
(7.4)
e no caso  do m étodo baseado em an á lise  a s s in tó tic a  lle ll^  fo i estim ado por
(7.5)
IIu -  u pl l"  í  C exp(yN^) (7.6)
onde C e y são  m aio res que ze ro  e O £ 1/3 (Szabó, 1986a).
Se a  versão  p  ou h fo rem  u sad as  p a ra  se  re so lv e r problem as p e rten cen te s  à  c a te ­
g o r ia  B, en tão , a  ta x a  de convergência  a s s in tó tic a , (3, s e rá  a lg éb rica  (Szabó, 1990a) 
e é p re v is ta  pelo segu in te  teorem a:
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T eorem a 7.1. (Babuska & S uri, 1990) S e ja  u  e Hk(fl), k > 1. Então, se os espaços 
de e lem en tos f in ito s  X = X (h,p) são  co n stru íd o s  a  p a r t i r  de um a fam ília  de m alhas 
u n ifo rm es  (ou q u ase-u n ifo rm es)
II u -  ue fllE £ C hph p ^ llu ll k (7.7)
onde:
• u ef é a  so lução  de e lem entos f in ito s .
• 0h = m in (p .k -l)  = m in(p,A ), X d efin ido  no C apítu lo  1.
• Se os pon tos s in g u la re s  coincidem  com os nós da  m alha 0p = 2(k—1) = 2X. Caso 
c o n trá r io  /3p = À. N o te -se  que no p rim e iro  caso  £p é pelo menos o dobro de |3h.
• C é independente  de u , h  e p .
P a ra  p rob lem as p e rte n c e n te s  à  c a te g o ria  B p o d e -se  o b te r , com a  versão  p , eleva­
d a s  ta x a s  de convergência, n a  f a ix a  p ré -a s s in tó tic a ,  se  fo rem  u tiliz a d a s  m alhas 
n ão -u n ifo rm es  que consigam  iso la r  os pon tos s in g u la re s . São u tiliz a d a s  en tão  as  m a­
lh as  'd i t a s  "geom étricas", n as  quais  os tam an h o s dos e lem entos decrescem  em 
p ro g re ssã o  g eo m étrica  na  d ireção  da  s in g u la rid a d e  com um f a to r  de gera lm en te  
s  = 0.15 (Szabó, 1986a). Na F ig u ra  7.15 te m -s e  um a m alha  g eo m étrica  com n = 5 cam a­
d a s  e 18 elem entos.
Em todos os p rob lem as ana lisad o s os f lu x o s  fo ra m  calcu lados u tilizan d o -se  a  
té c n ic a  de suav ização , a  nível de elem ento , a p re se n ta d a  na  Seção 5.3.
7 .2  P roblem as R egidos p e la  Equação de P o isson .
7.2.1 P roblem a 1: T orsão de um a B arra R eta n g u la r  de M ateria l Isotróp ico .
E ste  prob lem a pode se r  posto  na  seg u in te  fo rm a:
E ncon tre  u (x lfx 2) t a l  que
Vzu + 2G/3 = 0 em n  e  u = 0  em 3(2 (7.8)
O dom ínio £J é o re tân g u lo  Í2 = { x  = (x 1,x 2) e  R2 : -1 s  x x,x 2 s  1 } ilu s tra d o
n a  F ig u ra  7.1. 0  po tenc ial u (x 1(x 2) é a  fu n ção  to rç ã o  de P ra n d tl, G é o módulo de
e la s tic id a d e  tra n s v e rs a l  do m a te ria l e 0  é o ângulo  de to rs ã o  (Boresi & Lynn, 1974). 
Foi ado tado  G/3 = 0 ,5  M Pa.rad .
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A so lução  a n a lí tic a  p a ra  e s te  problem a é dada p e la  s é r ie  (Boresi & Lynn, 1974)
/ x 2\ 32G3 r  , ,.(n - » / 2  c o s (n 7 rx ,/2 )c o s h (n 7 rx 2/ 2 )
G» (1 -  *>> -  — p — L  ' - 11 -------c o s h (n ir /2 ) ------------<7 9)n —1,3,..
P o r ta n to  u (0 ,0 ) = 0,294.685.413 e o fluxo  no rm al u ,n( l,0 )  = -  0,615.312.389 . A 
en e rg ia  de defo rm ação
U(u) = - x - T  (Vu.Vu) dxxdx2
J n
(7.10)
fo i e s tim a d a  em U(u) = 0,281.154.023.289 u tiliz a n d o -se  in te g ra ç ã o  num érica  e  os 500  
p rim e iro s  te rm o s  da  sé rie .
Fig. 7.1. Domínio e d isc re tização  p a ra  o P rob lem a 1.
Devido à  s im e tr ia  do problem a apenas o q u a d ra n te  Q = { x  = (x^xg ) e  IR2 :
0  s  x x,x 2 ^ 1  } fo i m odelado u tilizan d o -se  apenas um elem ento  (vide F ig u ra  7.1).
A so lução  u (x lfx 2) p e rten ce  à  ca te g o ria  B d e fin id a  no C apítulo 1 e possu i um 
com portam en to  s in g u la r  nos v é rtice s  At. u (x1,x 2) p e rte n c e  ao  espaço  de Sobolev 
H3_G(£2) n  Ho(fl), 0  < e  «  1 (Carey & Oden, 1983). P o r ta n to  ao  se  u t i l iz a r  a  v e rsão  p  
p a ra  sé  re so lv e r  e s te  problem a o Teorem a 7.1 p revê  um a ta x a  de convergência  
a s s in tó tic a  /3p = 4 -e . No caso  da versão  h tem -se  0 h = m in (p ,2 -e ).
Na T ab e la  1 e n c o n tram -se  os valo res do e r ro  n a  no rm a d a  en erg ia , e de su a  e s t i ­
m ativa , p a ra  e lem en tos de ordem  1 s  p  s  8. A e s tim a tiv a  de llellE fo i c a lcu lad a  u t i l i ­
z an d o -se  o m étodo baseado  em aná lise  a ss in tó tic a  (MAA) t r a ta d o  na  Seção 2 .4 .6 . As 
e s tim a tiv a s  o b tid a s  to rn a m -se  m ais p rec isas  a m edida que a  solução ap ro x im ad a  e n tra
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n a  f a ix a  a ss in tó tic a  da  v e rsão  p . E ste  com portam ento  e s tá  de aco rd o  com o d e sc r ito  
em Szabó, (1986a). Na T abe la  1, N indica o núm ero de equações do p rob lem a. N o ta -se  
que com 30 equações o b tev e -se  um e rro  re la tiv o , m edido na  no rm a d a  e n e rg ia , de 
apenas 0,395%.
T abela  1 R esu ltados p a ra  o Problem a 1 u tilizan d o -se  a  v e rsão  p  do MEF.
MAA
P N. II e IIE ®M A A ^MAA II e II £ r x T) X
1 1 2 , 1 6 3 9 5 E -1 - - 5 7 ,7 1 5 -
2 3 5 .4 1 9 0 1 E -2 - - 1 4 ,4 5 3 -
3 5 4 ,8 6 1 2 3 E -2 1 .5 1 6 3 2 E - 1 3 ,1 1 9 1 2 ,9 6 6 4 4 ,6 7 1
4 8 1 ,6 2 9  6 1E -2 5 .2 5 3 0 8 E - 2 3 ,2 2 4 4 ,3 4 6 1 4 ,1 6 4
5 12 8 .2 6 2 3 6 E -3 6 .3 5 5 5 0 E - 3 0 ,7 6 9 2 ,2 0 4 1 ,6 9 5
6 17 4 ,2 4 5 1 4 E -3 1 ,3 0 2 9  2 E - 2 3 ,0 6 9 1 ,1 3 2 3 ,4 7 7
7 23 2 ,4 1 0 1 1E -3 2 ,4 2 5 7  O E -3 1 ,0 0 6 0 ,6 4 3 0 ,6 4 7
8 30 1 .4 7 9 9 5 E -3 1 .4 7 0 0 3 E - 3 0 ,9 9 3 0 ,3 9 5 0 ,3 9 2
D r  = 1 ,5 1 5
Log(p)
(a)
No de Equacoes 
(b)
Fig. 7 .2 . T axa  de convergência p a ra  o P rob lem a 1.
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T abela  2. Energia, po tencial e fluxo  p a ra  o P roblem a 1.
p U ( u p ) X  10 u ( 0 ,0 ) e r ( u )  % u , n ( l , 0 ) e r ÍU , n ) *
1 0 , 4 6 8 . 7 5 0 . 0 0 0 0 ,3 7 5 0 0 - 2 7 .2 5 4 E + 0 - 0 ,3 7 5 0 0 4 4 , 4 7 0 E + 0
2 0 ,6 8 8 .2 0 2 .2 4 7 0 ,2 6 9 6 6 8 .4 9 1 E + 0 - 0 ,6 9 1 0 1 - 2 ,3 2 5 E + 0
3 0 ,6 9 1 .0 6 9 .2 5 9 0 ,2 7 3 3 9 7 , 2 26E + 0 - 0 ,7 5 6 3 8 - 1 2 .0 0 4 E + 0
4 0 , 7 0 1 .5 5 7 .2 3 8 0 ,2 9 9 5 4 - 1 ,6 4 8 E + 0 - 0 ,7 0 0 5 3 - 3 .7 3 3 E + 0
5 0 , 7 0 2 .5 4 3 .7 2 5 0 ,2 9 2 4 3 7 , 6 6 4 E - 1 - 0 .6 7 4 6 5 9 , 7 5 1 E -2
6 0 ,7 0 2 .7 9 4 .9 5 2 0 ,2 9 5 6 8 - 3 .3 7 0 E - 1 - 0 ,6 7 1 8 3 5 , 1 5 6 E -1
7 0 , 7 0 2 .8 5 6 .0 1 5 0 ,2 9 4 2 0 1 ,6 5 9 E - 1 - 0 ,6 7 5 2 9 2 , 7 6 3 E - 3
8 0 ,7 0 2 .8 7 4 .  107 0 ,2 9 4 9 5 - 9 .0 3 2 E - 2 - 0 ,6 7 6 0 4 - 1 .0 7 3 E - 1














Fig. 7 .3 . Convergência do fluxo  norm al em (1,0).
O logaritm o  de lle ll^  versus o logaritm o de p  fo i tra ç a d o  na  F igu ra  7 .2  (a) p a ra
1 £ p  £ 8. A inclinação  da curva na fa ix a  a s s in tó tic a  (p  > 4) é a  ta x a  de
-
- p = i
- Torsao de Barra Retangular
- Fluxo Norm al em (1 ,0 )
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P
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convergência /3p. O v a lo r  obtido, Pp = 3 ,66 , e s tá  p róx im o do p re v is to  pelo Teorem a 
7.1. Na F ig u ra  7 .2  (b) te m -se , em e sc a la  log-log , o núm ero  de equações, N, versu s  o 
e r ro  re la tiv o  n a  n o rm a  d a  energ ia .
Na T abela  2, e n c o n tram -se  os v a lo re s  ob tidos da  en e rg ia , U(Up), do po tencial em 
(0 ,0 ) e do flu x o  n o rm al em (1,0). er (u) e er (u,n) indicam  o e r r o  re la tiv o  no poten­
c ia l e no f lu x o  n o rm al, re sp ec tiv am en te . N o te -se  que fo ra m  ob tidos bons resu ltad o s  
não só p a ra  o v a lo r  do po tenc ia l, m as tam bém  p a ra  os f lu x o s  ca lcu lados. O g rá f ic o  da 
F ig u ra  7 .3  fo i tra ç a d o  a  p a r t i r  dos v a lo res  da  T abe la  2.
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7 .2 .2  P ro b le m a  2: D is tr ib u iç ã o  d e  T e m p e ra tu ra  em  R egim e P e rm a n e n te  em  u m a  P la c a  de 
M a te r ia l  Iso tró p ic o .
E ste  problem a s e rv irá  p a ra  se a v a lia r  a  qualidade dos ind icado res e d as  e s tim a­
tiv a s  de e rro  dos m étodos MRE1, MRE2, MPP1 e MPP2 quando a  solução, u (x ), do p rob le­
m a p e rte n c e r  à  c a te g o ria  A d efin ida  no C apítulo 1 e na  Seção 7.1. O p rob lem a a n a li­
sado é defin ido  por:
E ncontre  u (x ltx 2) ta l  que
V2u + f v = 0 em £2 e u = 0 em 5Q (7.11)
Na F ig u ra  7 .4  tem -se  a  re p re sen ta çã o  do domínio £2 e das condições de contorno  
(k)im postas, u são  os g rau s  de liberdade  das funções h ie rá rq u ic as  a sso c ia d as  aos 
lados dos elem entos.
u = 0 '
(k) _ • u = 0 em
Fig. 7.4. Domínio e condições de contorno  p a ra  o P rob lem a 2.
E scolheu-se um a solução u(x) que p e rm itisse  o cálculo, sem  m aio res  d ificu ld a ­
des, da energ ia  U(u) e que não fo sse  fac ilm en te  re p re se n ta d a  p o r polinóm ios de ba ixa  
ordem . A dotou-se
3 3u(x1,x 2) = (xx -  Xj )(x2 -  X2) COSh(7TX2) (7.12)
D eve-se p o rta n to  ap lica r uma fo n te  de c a lo r d is tr ib u íd a  dada  por
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3 3 3
f v  =  -  cosh(jrx2W x i -  x 1 ) [ - 6 x 2 +  k 2 ( x 2  -  x 2)l -  6x j(x2 -  x 2)>
-  2n (x l -  X j ) ( l  -  3x2)senh(nx2) (7.13)
A en erg ia , U(u), fo i ca lcu lad a  num ericam ente  e s e rá  ado tado  como e x a to  o va lo r 
U(u) = 4,703.598.203.12 .
O domínio fl fo i d isc re tiza d o  u tiliz a n d o -se  um a m alha uniform e de 27 elem entos 
(vide F ig u ra  7.6).
A solução u(x) p e rten ce  à  c a te g o ria  A. D eve-se p o r ta n to  o b te r  uma ta x a  de con­
vergên c ia  exponencial ao se u t i l iz a r  a  versão  p  do MEF p a ra  reso lv e r e s te  problem a. 
E s ta  ex p e c ta tiv a  é confirm ada  na  F ig u ra  7 .5  (a). N esta , fo i tra ç ad o , em esca la  log- 
log, o núm ero de equações, N, v e rsu s  IlelljT* 100% p a ra  os casos de aum ento un ifo rm e e 
a d a p ta tiv o  da ordem  polinom ial dos elem entos. N o ta -se  que as  inclinações das cu rvas  
( ta x a s  de convergência) e s tã o  aum entando a  m edida que N cresce . Isto  c a ra c te r iz a  uma 
convergência  exponencial do tip o  d e sc rito  pe la  Equação (7.6) (Szabó, 1986a). Na F i­
g u ra  7 .5  (b) fo i tra ç ad o , em e sca la  m ono-log, N273 versu s  llell^*  100%, p a ra  o caso 
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Fig. 7.5. (a) C onvergência da solução. E nriquecim ento  p -u n ifo rm e  e 
p -ad a p ta tiv o  (b) Curva N273 versus IlellJT* 100% p a ra  o Problem a 2.
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T abela  3. R esu ltados p a ra  o Problem a 2 u tilizan d o -se  o m étodo MRE1.
MREI
IST N II e II E ® M R E  1 ^ M R E l II e IIÉ r % 7} X
1 16 2 .2 1 7 8 8 E + 0 2 .2 3 5 0 0 E + 0 1 ,0 4 8 7 2 ,3 1 2 7 3 ,9 1 6
2 19 1 ,4 9 0 0 8 E + 0 1 , 1 8 3 5 2 E + 0 0 ,7 9 4 4 8 ,5 8 2 4 0 ,3 8 7
3 2 6 8 .0 9 8 9 1 E - 1 8 ,5 6 5  7 2 E - 1 1 ,0 5 8 2 6 ,4 0 6 2 7 ,8 1 3
4 4 3 4 .0 4 0 3 4 E - 1 4 .3 6 5 6 7 E - 1 1 ,0 8 1 1 3 ,1 7 3 1 4 ,2 1 3
5 5 9 2 .2 7 3 6 3 E - 1 2 .2 3 0 6 0 E - 1 0 ,  981 7 ,4 1 3 7 ,2 7 3
6 8 0 1 ,3 2 9 4 4 E - 1 1 ,2 5  1 2 0 E -1 0 ,9 4 1 4 ,3 3 4 4 ,0 8 0
7 109 5 ,1  3 7  1 3 E -2 4 ,7 6 7  5 4 E - 2 0 ,9 2 8 1 ,6 7 5 1 ,5 5 4
8 131 3 .0 7 4 4 8 E - 2 2 ,8 1  4 7  5 E - 2 0 ,9 1 6 1 ,0 0 2 0 ,9 1 8
9 161 1 .7 0 7 7 4 E - 2 1 .2 9 3 2 5 E - 2 0 ,7 5 7 0 ,5 5 7 0 ,  4 2 2
10 189 9 , 1 6 8 6 4 E - 3 7 ,2 0 7  9 2 E -3 0 ,7 8 6 0 ,  2 9 9 0 ,  2 3 5
11 2 2 9 4 , 6 9 8 9 4 E - 3 3 .7 6 2 9 7 E - 3 0 ,8 0 1 0 ,  1 5 3 0 ,  123
12 25  9 2 ,7 5  1 7 3 E -3 2 ,0 9 5  2 2 E -3 0 ,7 6 1 0 , 0 9 0 0 ,  0 6 8
D f = 0 ,1 5 1
T abela  4. R esu ltados p a ra  o Problem a 2 u tilizan d o -se  o m étodo MRE2.
MRE2
IST N II e II E ® M R E 2 ^MRE2 II e II £ r % V x
1 16 2 ,2  17 8 8 E + 0 2 , 4 2 2 8 5 E + 0 1 ,0 9 2 7 2 ,3 1 2 7 5 ,2 8 0
2 19 1 ,4 9 0 0 8 E + 0 1 .3 8 9 3 7 E + 0 0 ,9 3 2 4 8 ,5 8 2 4 6 ,0 1 4
3 2 9 5 , 9 6 2 0 7 E - 1 7 ,3 2 8 6 2 E - 1 1 ,2 2 9 1 9 ,4 3 9 2 3 ,6 6 7
4 58 2 ,0  12 7 4 E - 1 2 ,5  1 7 0 7 E - 1 1 ,2 5 1 6 ,5 6 2 8 ,  197
5 7 7 1 .3 3 4 5 8 E - 1 1 ,4 4 8 1  2 E -  1 1 ,0 7 7 4 ,3 8 4 4 ,7 2 1
6 110 4 , 7 8 7 2 9 E - 2 5 , 1 2 9 5 5 E - 2 1 ,0 7 2 1 ,5 6 1 1 ,6 7 2
7 131 3 .0 7 4 4 8 E - 2 2 , 8 8 3 3 0 E - 2 0 ,9 3 8 1 ,0 0 2 0 ,  9 4 0
8 161 1 ,7 0 7 7 4 E - 2 1 ,3 8 6 0 0 E - 2 0 ,8 1 2 0 ,5 5 7 0 ,4 5 2
9 189 9, 1 6 8 6 4 E - 3 7 .4 5 8 5 3 E - 3 0 ,8 1 4 0 ,2 9 9 0 ,2 4 3
10 2 2 9 4 ,6 9 8 9 4 E - 3 3 .9 8 1 0 8 E - 3 0 ,8 4 7 0 ,  1 5 3 0 ,  130
11 271 2 , 4 5 8 4 6 E - 3 2 ,0 0 9 7  5 E - 3 0 ,8 1 8 0 , 0 8 0 0 ,0 6 6
D f = 0 ,1 5 7
Os ind icadores de e r ro  assoc iados aos m étodos MPPi e MREi, i = 1,2, fo ra m  u t i-
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lizados p a ra  c o n tro la r  o en riquecim en to  p  ad ap ta tiv o  dos elem entos. Em todos os ca ­
sos fo i im posto que tj < 0,1 %.
Nas T abelas 3 e 4 te m -se  a s  e s tim a tiv a s  o b tidas  com os m étodos MRE1 e MRE2, 
resp ec tiv am en te . N as ta b e la s , "IST" in d ica  o passo  do processam ento  p -a d a p ta tiv o . Os 
índ ices de e fe tiv idade , TMRE1 e r MRE2, m an tiv e ram -se  consisten tem en te  próxim os a  1,0 
p a ra  um a am pla fa ix a  de v a lo res  do e r r o  de d isc re tização . As ta x a s  de convergência 
o b tid as , quando se  u tilizo u  os in d icad o res  MRE1 ou MRE2, são  p ra ticam en te  as  m esm as 
(vide F ig u ra  7 .5  (a)).
Os m étodos MPP1 e MPP2 fo rn e c e ra m , p a ra  e s te  problem a, os mesmos resu ltad o s , j á  
que a  m alha u til iz a d a  é c o n s titu id a  apenas de elem entos re ta n g u la re s . Na T abela  5 
e n c o n tram -se  os re su lta d o s  ob tidos com  e s te s  m étodos. N o ta-se  um aum ento do índice 
de e f  e tiv idade , T ^ p , com a  d im inuição  do e r ro  de d isc re tização . A ta x a  de 
convergência  ob tid a  com o uso dos ind icado res  MPP fo i in fe r io r  à s  ob tidas com os 
ind icado res  MRE1 e MRE2 (vide F ig u ra  7 .5  (a)).
T abe la  5. R esu ltados p a ra  o P rob lem a 2 u tiliz a n d o -se  o m étodo MPP1 ou o MPP2.
M PP1 e M PP2
IST N II e II E ®MPP H h p p II e II | r x T) X
1 16 2 ,2 1 7 8 8 E + 0 1 , 1 2 2 3 0 E  + 0 0 ,5 0 6 7 2 ,3 1 2 4 6 ,8 1 2
2 2 8 1 .3 6 9 6 8 E + 0 7 , 7 4 6 5 8 E -  1 0 ,5 6 6 4 4 ,6 5 7 2 7 ,1 6 6
3 51 4 .8 6 7 7 7 E -1 3 , 8 0 6 9 8 E -  1 0 ,7 8 2 1 5 ,8 7 1 1 2 ,4 7 3
4 8 6 1 .9 0 5 1 5 E -1 1 , 5 5 6 8 1 E - 1 0 ,8 1 7 6 ,2 1 2 5 ,0 7 9
5 150 7 .2 5 8 6 2 E - 2 6 , 2 0 6 7 8 E - 2 0 ,8 5 5 2 ,3 6 7 2 ,0 2 4
6 181 3 .5 0 5 4 0 E - 2 3 ,  4 4 1 8 3 E - 2 0 ,9 8 2 1 , 143 1 , 122
7 2 7 2 1,8 6 9 0 2 E - 2 1 , 8 0 1 4 8 E - 2 0 ,9 6 4 0 ,6 0 9 0 ,5 8 7
8 3 4 6 4 .6 8 4 6 6 E - 3 5 , 6 2 5 2 9 E - 3 1 ,2 0 1 0 ,  153 0 ,  183
9 4 3 3 1 .3 1 2 2 5 E -3 1 , 6 2 8 7 8 E - 3 1 ,2 4 1 0 ,0 4 3 0 ,0 5 3
D f  = 0 ,2 6 6
Na F ig u ra  7 .7  te m -se  a  m alha  u til iz a d a  e as linhas de isopo tencia is ob tidas. 
N o ta -se  que mesmo em x x = 0, x 2 = 0  a  solução (e suas derivadas) é bem com portada, 
não sendo a fe ta d a  pe la  m udança b ru sc a  no contorno.
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Na T abela  6 encon tram -se  os va lo res  da  en erg ia , U(u), e da te m p e ra tu ra  em 
(1 /3 ,1 /3 ) ob tidos com o enriquecim ento  p -u n ifo rm e  dos elem entos da  m alha. A p recisão  
o b tid a  m o s tra  que pod ia-se  t e r  u tilizad o  um a m alha a inda  m ais g ro sse ira .
T abela 6. R esultados ob tidos u tiliz a n d o -se  enriquecim ento  
p -u n ifo rm e  dos elem entos.
p N U (u p ) II e II g r x U ( l / 3  , 1 / 3 ) e r (u  ) x
1 16 2 ,2 4 4 .0 9 6 .8 4 0 7 .2 3 1 E + 1 0 ,1 5 2 .6 4 5 - 8 , 650 E + 0
2 58 4 ,4 4 4 .6 1 1 .7 3 1 2 , 3 4 7 E + 1 0 ,1 4 1 .8 8 9 - 9 , 9 4 6 E -1
3 100 4 ,6 5 8 .4 0 2 .1 3 8 9 , 8 0 3 E + 0 0 ,1 4 3 .1 5 7 - 1 , 187E +0
4 169 4 ,7 0 1 .2 1 9 .9 6 9 2 , 2 4 9 E + 0 0 ,1 4 0 .7 5 5 - 1 , 8 7 3 E - 1
5 2 6 5 4 ,7 0 3 .5 3 9 .5 2 7 3 , 5 3 2 E - 1 0 ,1 4 0 .4 8 0 8 , 0 7 4 E -3
6 3 8 8 4 ,7 0 3 .5 9 7 .4 4 3 4 , 0 2 0 E - 2 0 ,1 4 0 .4 9 2 - 6 , 1 4 8 E -4
7 5 3 8 4 ,7 0 3 .5 9 8 .1 9 7 3 , 5 1 1 E -3 0 ,1 4 0 .4 9 2 1 , 6 7 4 E -5
8 7 1 5 4 ,7 0 3 .5 9 8 .2 0 3 2 , 4 5 1 E -4 0 ,1 4 0 .4 9 2 - 4 , 9 3 4 E -7
00 00 4 ,7 0 3 .5 9 8 .2 0 3 0 , 0 0 ,1 4 0 .4 9 2 0 , 0
ORDEn DOS ELEMENTOS
Fig. 7 .6  Ordens polinom iais dos e lem entos u tiliz a n d o -se  
os ind icadores MRE2.
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N as F ig u ras  7 .6  e  7 .8  te m -se  a  ordem  polinom ial dos e lem entos no ú ltim o  passo 
do p rocessam en to  p -a d a p ta tiv o  u tilizan d o -se  os ind icadores MRE2 e MPP, re sp e c tiv a ­
m ente. N o ta -se  que as  duas d isc re tizaçõ es  são b a s ta n te  d ife ren te s .




P .  5
P » 4
P = 3
P -  2
P = 1




7 .2 .3  P ro b le m a  3: E quação  d e  P o isso n  
E ncon tre  u (x1,x 2) ta l  que
V2u + f v = 0  em Í2 e  u = 0  em dQ (7.14)
O dom ínio £2 é o quadrado  (0 ,l)x (0 ,l) . A plicou-se um a fo n te  d is tr ib u íd a  dada por
f v = (x2 -  x ^ t a n ^ í F j )  -  - | ? 7 2 2^ ( 1  -  2x l )F2 + (xx -  xJ)F3J j- +
(Xl -  x J ^ ta n - M F j)  -  - | ? 7 2^2(1 -  2x2)F2 + (x2 -  x 2)F3J |  (7.15)
onde:
Fx = 2 0 [ Xl2 Ï 7 22 “ ° - 80j  (7.16a)
F2 = 1 /  (1 + F?) (7.16b)
F3 = -  40 Fx F2 /  V 2 T  (7.16c)
A solução, u (x ), p a ra  e s te  p roblem a é dada por
u (x 1(x 2) = (xx -  x f ) ( x 2 -  x 2) t a n ' 1^ )  (7.17)
A en erg ia , U(u), fo i ca lcu lad a  num ericam ente e s e rá  ado tado  como e x a to  o valo r 
U(u) = 4 ,670 .867 .438 .044  x 10~2.
E ste  prob lem a fo i p roposto  e ana lisado  po r Oden e t a l . ,  (1989) p a ra  t e s t a r  o 
desem penho de es tim ado res  de e r ro  p a ra  o MEF. A solução, u<x), a p re se n ta  um a reg ião  
de f o r te  g ra d ie n te  como pode s e r  observado na F igu ra  7.10 porém , não a p re se n ta  
nenhum  ponto  s in g u la r (u(x) p e rte n ce  à  ca te g o ria  A). Na F ig u ra  7.10 fo ra m  tra ç a d a s  
as  cu rv as  de isopo tencia is da  so lução  ob tid a  com elem entos do 82 g rau .
Na F ig u ra  7 .9  fo i tra ç a d o , em esca la  log-log, as cu rv as  llell^* 100% v e rsu s  o 
núm ero de equações N. As cu rv as  re fe re m -se  ao enriquecim ento  p -u n ifo rm e  e 
p -a d a p ta tiv o  dos elem entos. U tilizo u -se  os ind icadores MREi e MPPi, i = 1,2, p a ra  
se lec io n ar os elem entos a  serem  enriquecidos. Como no P roblem a 2, . os ind icadores
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MPP1 e MPP2 fo rn e c e ra m  exa tam en te  os m esm os re su lta d o s . N o ta -se  que o uso  do indica­
dor MRE2 é a  esco lha  m ais  econôm ica em te rm o s de núm ero de equações. O desempenho 
dos in d icad o res  MRE1 fo i a fe ta d o  pelo f a to  da solução, u (x ), t e r  p redom inan tem ente  
um com portam en to  de um a função  im par.
N as T ab e las  7 e 8 tem -se  as  e s tim a tiv a s  o b tid a s  com os m étodos MRE1 e MRE2, 
resp ec tiv am en te . Foi im posto  que tj < 2 7.. N o ta -se  que as  e s tim a tiv a s  o b tid as  pela 
abordagem  MRE2, são , com a  excessão  do p rim e iro  passo , sem pre m elhores que as  o b ti­
das com os e s tim a d o res  MRE1. 0 desvio do índice rMRE2 em re la çã o  à unidade, DrMRE2, 
de fo i de 0 ,205  c o n tra  DrMRE1 = 0 ,350 . Is to  e x p lic a -se  pelo f a to  da p ro je ç ão  do e rro  
de d isc re tiz a ç ã o , ep, no espaço  Xp+1(K), s e r  um a re p re se n ta ç ã o  pobre de ep quando a 
solução u (x ) f o r  um a função  im par e p+1 f o r  um núm ero p a r.
100 1000 
N o  d e  E q u a c o e s
Fig. 7 .9 . C onvergência da solução p a ra  os casos de en riqueci­
m ento  p -u n ifo rm e  e p -a d a p ta tiv o  dos elem entos. P roblem a 3.
As m elhores e s tim a tiv a s  de llellE fo ra m  o b tid as , n este  problem a, com o m étodo 
MPP. O desvio de rMPP em re lação  à  unidade, DrMPP, fo i de apenas 0 ,089 . No en tan to
os ind icadores de e r ro  MPP fo ram  menos efic ien tes que os MRE2 (vide F ig u ra  7 .9). 
re su lta d o s  ob tidos com o m étodo MPP encon tram -se  na Tabela 9.
T abe la  7. Com portam ento dos estim adores MRE1 p a ra  o P rob lem a 3.
MRE1
IST N II e IIE ®MRE 1 ^MR El 11 e II £ r 5« 7} X
1 49 1 ,1 0 6 5 5 E -1 1 .5 4 4 0 7 E -1 1 ,3 9 5 3 6 ,2 0 4 4 7 ,6 4 8
2 49 1 , 10 6 5 5 E -1 8 ,8 0 3 8  6 E -2 0 ,7 9 6 3 6 ,2 0 4 2 9 ,5 2 3
3 75 1 .0 5 5 3 7 E -1 5 .7 6 1 8 3 E - 2 0 ,5 4 6 3 4 ,5 3 0 1 9 ,6 4 8
4 77 9 , 8 6 3 3 2 E -2 5 .6 4 1 7 6 E - 2 0 ,5 7 2 3 2 ,2 7 1 1 9 ,1 4 2
5 121 3 , 8 5 4 4 4 E -2 3 ,6 6 5 6  9 E -2 0 ,9 5 1 1 2 ,6 1 1 1 2 ,0 0 3
6 141 3 ,5 1 7 6 7 E -2 3 ,1 1 3 1 4 E -2 0 ,8 8 5 1 1 ,5 0 9 1 0 ,2 0 0
7 188 3 , 0 4 8 8 8 E -2 2 ,2 2 2 7  9 E -2 0 ,7 2 9 9 ,9 7 5 7 ,  2 9 0
8 2 0 2 1 .5  8 5 7 8 E -2 1 ,0 0 1  1 6 E -2 0 ,6 3 1 5 , 188 3 ,  2 7 8
9 261 1 ,4 1 0 9 6 E -2 8 , 6 6 3 0 3 E - 3 0 ,6 1 4 4 ,6 1 6 2 ,  8 3 6
10 2 8 3 1 ,1 0 3 9 9 E -2 6 ,6 9 2 0  4 E -3 0 ,6 0 6 3 ,6 1 2 2 ,  1 9 0
11 2 8 7 9 , 6 9 6 3 2 E -3 5 .0 1 8 0 2 E - 3 0 ,5 1 8 3 ,1 7 2 1 , 6 4 2
D f = 0 ,3 5 0
T abela  8. C om portam ento dos estim adores MRE2 p a ra  o P rob lem a 3.
MRE2
IST N II e II E ®MRE2 ^MRE2 II e II £ r % 7) 54
1 49 1 , 1 0 6 5 5 E -1 1 ,6 1 1 1  Í E - I 1 ,4 5 6 3 6 ,2 0 4 4 9 ,2 2 3
2 49 1 ,1 0 6 5 5 E -1 1 ,0 8 9 3  Í E - I 0 ,9 8 4 3 6 ,2 0 4 3 5 ,7 1 2
3 83 5 ,5 5 2 1  OE-2 5 ,9 5 6 5 2 E - 2 1 ,0 7 0 18, 1 6 5 1 9 ,4 4 0
4 133 3 .7 5 7 0 3 E - 2 4 ,1 0 7  1 2 E -2 1 ,0 9 2 1 2 ,2 9 2 1 3 ,4 1 8
5 142 3 , 6 0 0 4 6 E - 2 3 .7 5 5 0 9 E - 2 1 ,0 4 2 1 1 ,7 8 0 1 2 ,2 7 8
6 164 2 ,1 3 9 4 4 E - 2 2 .6 6 6 2 2 E - 2 1 ,2 4 5 7 ,0 0 0 8 ,7 1 2
7 2 0 7 1 ,5 6 0 4 8 E - 2 1 ,4 1  0 3  7 E -2 0 ,9 0 4 5 , 1 0 6 4 ,6 1 6
8 2 4 3 1 .2 5 8 4 3 E - 2 1 .0 9 9 9 9 E - 2 0 ,8 7 4 4 , 1 1 7 3 ,6 0 0
9 271 1 ,0 1 8 7  6 E -2 7 ,5 5 2 3  7 E -3 0 ,7 4 2 3 ,3 3 3 2 ,4 7 2
10 3 5 6 6 , 0 6 3 0 6 E - 3 4 ,7 9 1  6 7 E - 3 0 ,7 9 0 1, 9 8 4 1 ,5 6 8
D f = 0 ,2 0 5
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T abela  9. Com portam ento dos estim ado res MPP p a ra  o Problem a 3.
M P P 1 e M PP2
IST N II e IIE ®M PP ^M PP II e U Ê r  x Ti X
1 4 9 1 , 1 0 6 5 5 E -1 9 , 7 7 4 5 6 E - 2 0 ,8 8 3 3 6 ,2 0 4 3 2 ,4 5 1
2 7 5 5 , 5 4 9 6 7 E -2 5 , 9 4 1 2 5 E - 2 1 , 071 1 8 , 1 5 7 1 9 , 3 9 2
3 91 5 , 4 0 8 0 1 E -2 5 , 9 2 0 9 4 E - 2 1 , 0 9 5 1 7 , 6 9 4 1 9 , 3 1 2
4 114 5 ,2 0 8 9 3 E -2 5 , 7 0 6 2 5 E - 2 1 , 0 9 5 1 7 , 0 4 3 18,  6 16
5 140 4 , 4 2 4 6 4 E - 2 4 ,  19 5 0 4 E - 2 0 , 9 4 8 1 4 , 4 7 7 1 3 , 7 4 0
6 190 2 ,7 2 5 6 3 E -2 2 , 6 0 3 0 0 E - 2 0 , 9 5 5 8 , 9 1 8 8 , 5 1 9
7 3 2 5 1 , 4 6 2 8 2 E - 2 1 , 3 8 6 1 1 E - 2 0 , 9 4 8 4 , 7 8 6 4 , 5 3 6
8 4 3 0 9 ,5 9 2 3 9 E -3 9 , 3 9 0 9 3 E - 3 0 , 9 7 9 3,  138 3 , 0 7 3
9 4 9 9 8 ,0 4 3 1 2 E -3 6 , 8 6 6 6 2 E - 3 0 , 8 5 4 2 , 6 3 2 2 , 2 4 7
10 5 6 7 4 ,9 4 3 3 7 E -3 5 , 5 2 3 0 6 E - 3 1,  117 1 , 6 1 7 1 , 8 0 7
DT = 0 , 0 8 9
Fig. 7.10. C urvas de isopo tencia is p a ra  o P roblem a 3.
Oden e t  a l., (1989) tam bém  reso lveu  e s te  problem a u tilizan d o  a  versão  p  do MEF 
e a  m alha da F igura  7.10. Os índices de efe tiv idade  global ob tidos com t r ê s  m étodos
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de e s tim a tiv a  do e r ro  de d isc re tiza ç ã o  fo ram :
• Método dos Resíduos em E lem entos -  T = 0,723.
• Método baseado na  e s tim a tiv a  do e r ro  de in te rp o lação  -  T = 60,749.
• Método dos Resíduos em Subdom ínios -  T = 1,520.
Na F ig u ra  7.11 tem -se  a  ordem  polinom ial dos e lem entos no últim o passo  do p ro ­
cessam en to  p -a d a p ta tiv o  u tilizan d o -se  os ind icadores MRE2. Nas F ig u ras  7.12 e 7.13 
e s tá  re p re s e n ta d a  a  d istr ib u ição  dos ind icadores de e r ro  MRE2 no p rim eiro  e no 
ú ltim o  p asso  do p rocessam ento , respec tiv am en te . N o te -se  que os lim ites  nas esca las 
d as  f ig u ra s  v ariam  e correspondem  ao m enor e ao m aio r v a lo r dos ind icadores de e rro  
p a ra  cad a  passo.
0RDEI1 DOS ELEMENTOS
P = 8 
P = 7 
P = 6 
P = 5 
P = 4 
P = 3 
P = 2 
P » 1
Fig. 7.11. Ordem polinom ial dos e lem entos no últim o passo  do p rocessam ento  
p -a d a p ta tiv o  do Problem a 3 (u tilizan d o -se  os ind icadores MRE2).
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ERRO DOS ELEMENTOS 











Fig. 7.12. D is tribu ição  dos ind icadores de e r ro  MRE2 no p rim e iro  
p asso  do processam ento  p -a d a p ta tiv o  do P rob lem a 3.
ERRO DOS ELEMENTOS 








Fig. 7.13. D istribu ição  dos ind icadores de e r ro  MRE2 no ú ltim o 
passo  do processam ento  p -a d a p ta tiv o  do P rob lem a 3.
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7 .2 .4 . P ro b lem a  4: E quação  de  L a p lac e .
E ncontre  u (x j,x 2) ta l  que
72u = 0  em £2 e (7.18)
u = 0 em L2
u ,n = 0 em Lj
-1  í 0 0 n = 2 r l / 2\ cos~2 ~co + sen0| em LqU,  
U’n = ^ 7 z [  
U’n = 2FI7z(
0 0 Acos-^—senG -  s e n -^ —cosO em L4
0 0 c o s-^ —cos0 + se n -^ —sen0| em Lq
Fig. 7.14. Domínio e condições de con to rno  p a ra  o P roblem a 4.
A solução p a ra  e s te  problem a, 
uíXí ^ )  = r 1/2c o s - | -  , (7.19)
possui um a singu laridade  da ordem  de r 1/2 na  origem  e p e rte n ce  à  c a te g o ria  B. A 
en erg ia , U(u), fo i ca lcu lada  num ericam ente e s e rá  adotado  como e x a to  o valo r 
U(u) = 0 ,440.686.768.
U tilizou-se  duas d isc re tizaçõ es  p a ra  o dom ínio £2. Na p r im e ira  u so u -se  um a m alha
3 / 2 —G
un ifo rm e de 8x4 elem entos. Sendo u(x) € H (Q), 0  < e  «  1, o T eorem a 7.1 prevê, 
n e s te  caso, p a ra  a  versão  p , uma ta x a  de convergência  a s s in tó tic a  de apenas 0 p = 1-e 
(vide F igu ra  7.16). Na segunda d isc re tiza ç ã o  u til iz o u -se  uma m alha g eo m étrica  com 18 
elem entos e raz ã o  s = 0,15 de modo a  iso la r  a  s ing u la rid ad e  p re se n te  na  origem  (vide 
F ig u ra  7.15).
Os ind icadores MREi e MPPi, i = 1,2, fo ra m  u tilizad o s  p a ra  c o n tro la r  o en riq u e­
cim ento  p -ad a p ta tiv o  dos elem entos da m alha geom étrica . Na F ig u ra  7.16 te m -se , em 
e sca la  log-log, a s  cu rvas llell^* 1007. versu s  N p a ra  os q u a tro  casos. A pesar dos e le­
m entos da m alha es ta rem  b a s ta n te  d isto rc id o s o uso dos ind icadores MPPI ou MPP2 r e ­
su ltou  na mesma seqüência de d is tr ib u içõ es  p . As ta x a s  de convergência, o b tidas
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quando se  u tilizo u  os ind icadores MRE1 ou MRE2, são  p ra tic a m e n te  idên ticas . Pela 
F ig u ra  7.16 n o ta -se , tam bém  n este  problem a, a  su p e rio rid ad e  dos ind icadores MREi em 
re la ç ã o  aos MPPi.
Fig. 7.15. Malha geom étrica  com 18 elem entos e n = 5 cam adas 
em d ireção  à  s ingu laridade  (s = 0,15).
i P ' XP_1 C onvergencia  da S o lucao 
= 2
M alha U n ifo rm e
p = 8
M alha G eom e trica  (5  c a m a d a s )
x p U n ifo rm e
o p U n ifo rm e
Q p A dap ta tivo  MRE1
£ p A dap ta tivo  MRE2
a p A dap ta tivo  MPP1.2
-I--- 1---I--1—I ITf “ i----------1------- 1— i— i— r  i |
100 1000 
N o  d e  E q u a c o e s
Fig. 7.16. Convergência d a  solução p a ra  os casos  de enriquecim ento  
p -u n ifo rm e  e p -a d a p ta tiv o  dos e lem entos. P rob lem a 4.
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T a b e la  10. E stim ativ as  de II e IIE ob tidas com os m étodos MRE1 e MRE2.
MRE1 e MRE2
IS T N II ellE ®MRE 1 ^M REl ®MR E 2 I' m RE2
1 2 0 2 .0 0 6 1 4 E -1 4 .2 9 2 1 0 E - 1 2 ,  139 4 ,5 1  1 2 0 E -1 2 ,2 4 9
2 2 9 1 .0 0 1 4 3 E -1 1 .6 9 5 6 6 E - 1 1 ,6 9 3 1 ,7 8  1 7 4 E -1 1 ,7 7 9
3 3 7 6 , 8 7 7 4 3 E -2 9 , 1 5 0 4 1 E - 2 1 ,3 3 0 9 .8 7 7 9 0 E - 2 1 ,4 3 6
4 51 3 , 8 2 7 6 7 E -2 4 .2 0 7 4 9 E - 2 1 ,0 9 9 4 .7 2 2 8 0 E - 2 1 ,2 3 4
5 7 2 2 , 1 1616E -2 1 .9 3 0 8 4 E - 2 0 ,9 1 2 2 ,2 1 0 6 8 E - 2 1 ,0 4 5
6 107 1 ,2 0 6 6 7 E -2 8 .3 0 0 9 3 E - 3 0 ,6 8 8 9 .8 5 6 3 3 E - 3 0 ,8 1 7
7 1 2 5 9 , 2 0 1 6 3 E -3 5 .9 9 6 0 8 E - 3 0 ,6 5 2 7 .2 2 5 7 5 E - 3 0 ,7 8 5
8 16 5 6 , 3 9 9 5 3 E -3 3 , 0 4 3 1 8 E -3 0 ,4 7 6 3 .9 0 3 4 0 E - 3 0 ,6 1 0
9 1 9 5 5 , 4 4 4 8 1 E -3 2 ,7  9 0 4 8 E - 3 0 ,5 1 3 3 .3 7 9 8 1 E - 3 0 ,6 2 1
10 2 0 2 4 , 7 8 6 8 6 E -3 2 ,4  9 9 3 5 E - 3 0 ,5 2 2 2 .9 8 4 4 0 E - 3 0 ,6 2 3
11 2 2 4 4 , 0 0 6 7 4 E -3 1 ,9  1 6 3 1 E - 3 0 ,4 7 8 2 .3 2 7 2 1 E - 3 0 ,5 8 1
D f == 0 ,5 3 4 D f == 0 ,5 3 1
T ab e la  11. E stim ativ as  de llellE ob tidas com os m étodos MPP1 e MPP2.
MPP1 e MPP2
IS T N II e IIE ®MP P 1 ^M P PI ®MP P 2 ^M P P2
1 2 0 2 .0 0 6 1 4 E -1 2 , 6 2 3 3 3 E - 1 1 ,3 0 8 2 , 6 2 3 3 3 E - 1 1 ,3 0 8
2 2 9 1 ,0 0 1 4 3 E -1 1 ,7  9 6 9 0 E -1 1 ,7 9 4 1 .7 9 5 2 0 E - 1 1 ,7 9 3
3 3 7 6 , 8 7 7 4 3 E -2 1 .0 3 0 2 5 E - 1 1 ,4 9 8 1 .0 2 9 6 5 E - 1 1 ,4 9 7
4 51 3 , 8 2 7 6 7 E -2 6 ,2 3  13 8 E - 2 1 ,6 2 8 6 , 2 3 9 0 0 E - 2 1 ,6 3 0
5 7 2 2 ,1  1616E -2 4 ,6 1  4 2 1 E -2 2 , 1 8 0 4 , 6 2 7 4 0 E - 2 2 , 1 8 7
6 107 1 ,2 0 6 6 7 E -2 2 ,3  1 0 9 7 E - 2 1 ,9 1 5 2 , 3 2 3 2 3 E - 2 1 ,9 2 5
7 125 9 , 2 0 1 6 3 E -3 1 .8 0 2 9 2 E - 2 1 ,9 5 9 1 .8 1 7 4 4 E - 2 1 ,9 7 5
8 165 6 .3 9 9 5 3 E -3 1 .3 5 5 6 6 E - 2 2 , 1 18 1 ,3 6 4 6 2 E - 2 2 , 1 3 2
9 195 5 , 4 4 4 8 1 E -3 1,1 8 5 5 0 E - 2 2 , 177 1 , 1 9 2 0 6 E - 2 2 , 1 8 9
10 2 0 2 4 .7 8 6 8 6 E -3 1 ,2 0 2 4 5 E - 2 2 ,5 1 2 1 ,2 0 8 6 6 E - 2 2 ,5 2 5
11 2 2 4 4 , 0 0 6 7 4 E -3 1 .0 5 0 0 1 E - 2 2 ,6 2 1 1 .0 5 8 6 4 E - 2 2 ,6 4 2
D f == 1 ,0 4 7 D f == 1 ,0 5 7
D u ran te  o enriquecim ento  p -ad a p ta tiv o  dos elem entos, co n tro lado  pelos indicado­
re s  MRE2, u til iz o u -se  tam bém  os m étodos MRE1, MPP1 e MPP2 p a ra  se c a lc u la r  e s tim a ti-
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vas de II e IIE e  IIellE . Nas T abelas 10 e 11 tem -se  a s  e s tim a tiv as  de IIellE o b tid a s  com 
os m étodos MREi, i= l,2 , e com os m étodos MPPi, i= l,2 , resp ec tiv am en te . Foi im posto  
que Vure2 < 0 ,3  %. N o ta -se  que r MRE2 & sem pre m aior do que r MRE1. Na T a b e la  11 
o b se rv a -se  um a su rp reeen d en te  sem elhança e n tre  a s  e s tim a tiv as  o b tid as  com  os m étodos 
MPPI e MPP2, a p e sa r  d a  e levada d is to rçã o  dos elem entos da  m alha g eo m étrica .
A superestim ação  de llellE pelos m étodos MPPi, i= l,2 , observada n e s te  p rob lem a, 
fo i um a co n s ta n te  em todos os problem as ana lisados nos quais a  so lução  p o ssu ia  a l­
gum a s ingu laridade . N este problem a, po r exem plo, 0MPP1, i= l,2 , converg iu  p a r a  um 
v a lo r próxim o de 0,01 independentem ente de quan to  se enriquecesse  os e lem en to s  da  
m alha.
Na T abela  12 tem -se  as  e s tim a tiv as  de llell^*  100% ob tidas com os m étodos MREi e 
MPPi, i= l,2 .
T abe la  12. E stim ativ as  de llellEr .
IS T N II e II £ r % ■'ÍMRE 1 X ^MR E 2 * ^ M P P  1 X tÍ M P P 2 X
1 2 0 2 1 ,3 6 9 4 2 ,3 8 7 4 4 ,1 3 8 2 7 ,5 0 1 2 7 ,5 0 1
2 2 9 1 0 ,6 6 7 1 7 ,8 7 3 1 8 ,7 4 9 1 8 ,9 0 3 1 8 ,8 8 6
3 3 7 7 ,3 2 6 9 ,7 2 7 1 0 ,4 9 2 1 0 ,9 2 8 1 0 ,9 3 1
4 51 4 ,0 7 7 4 ,4 8 1 5 ,0 2 8 6 ,6 2 8 6 ,6 3 6
5 7 2 2 ,2 5 4 2 ,0 5 7 2 ,3 5 5 4 ,9 1 0 4 ,9 2 4
6 107 1 ,2 8 5 0 ,8 8 4 1 ,0 5 0 2 ,4 6 1 2 ,4 7 4
7 125 0 ,9 8 0 0 ,6 3 9 0 ,7 7 0 1 ,9 2 0 1 ,9 3 6
8 165 0 ,6 8 2 0 ,3 2 4 0 ,4 1 6 1 ,4 4 4 1 ,4 5 3
9 195 0 ,5 8 0 0 ,2 9 7 0 ,3 6 0 1 ,2 6 3 1 ,2 7 0
10 2 0 2 0 ,5 1 0 0 ,2 6 6 0 ,3 1 8 1 ,2 8 1 1 ,2 8 7
11 2 2 4 0 ,4 2 7 0 ,2 0 4 0 ,2 4 8 1 ,1 1 8 1 ,1 2 8
E ste  problem a tam bém  fo i analisado  po r Kelly e t  a l., (1983) e  p o r  Bank & 
W eiser, (1985) u tilizando  a  versão  h do MEF. Kelly e t  a l., no e n ta n to , im puseram  
condições de con torno  de D irich le t em L3, L4 e Ls . Numa m alha com 89 e lem en tos q u a -  
d ran g u la re s  lin ea re s  ob tiveram  lie 11^* 100% = 7,919%. No caso  de Bank & W eiser o 
dom ínio £2 ana lisado  fo i o sem i-c írcu lo  ß  = {(r,0) : 0  s  r  s  1, 0 ^ 0  s  n}. Em um a
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m alha  com 1363 v é rtice s  de elem entos tr ia n g u la re s  l in e a re s  Bank & W eiser ob tiveram  
lle ll^*  1007. = 2,3977.. Na T abela  12 n o ta -s e  que j á  no passo  5, com apenas 72 
equações, o b tev e-se  llell^* 1007. = 2,254% e no passo  11, com 224 equações, 
lle ll"*  1007. = 0,4277..
Na T ab e la  13 tem -se  os va lo res do p o ten c ia l e do flu x o  no rm al, ob tidos no passo  
11, ao  longo dos lados Lj e L2 , resp ec tiv am en te . N o ta -se  que, a p e sa r  de calcu lados 
ao longo da  reg ião  c r í t ic a  do con torno  3Q, os re su lta d o s  ob tidos são  m uito  bons. As 
F ig u ra s  7.19 e 7 .20  rep re sen tam  os v a lo re s  da  T abe la  13 e  a  F ig u ra  7.18 m o s tra  a  
convergência  do fluxo  norm al em r  = O 0  = n  ao longo d a  seqüência  de d is tr ib u içõ es  p  
c o n s tru id a  u tiliz a n d o -se  os ind icadores MRE2.
T abela 13. Potencial e F luxos ob tidos no ú ltim o passo  
do p rocessam en to  p -a d a p ta tiv o .
MRE2 1ST = 11
r  ( 0 = 0 ) u e r ( u ) x r  ( 0 = 7 i ) u *n e r ( U .n
0 , 0 0 , 0 0 , 0 0 , 0 8 5 ,5 5 9 5 9 -
5 , 0 6 2 5 E - 4 2 .2 2 4 8 0 E -2 1, 1 2 0 E + 0 5 , 0 6 2 5 E - 4 2 2 ,0 1 2 9 2 0 ,9 4 2
3 , 3 7 5 0 E - 3 5 .7 9 7 2 5 E -2 2, 1 0 5 E -1 3 , 3 7 5 0 E - 3 8 ,4 1 6 8 3 2 ,2 0 5
2 , 2 5 0 0 E - 2 1 .4 9 9 3 4 E -1 4, 4 0 0 E - 2 2 , 2 5 0 0 E - 2 3 ,2 9 3 4 6 1 ,1 9 6
1 , 5 0 0 0 E - 1 3 .8 7 2 8 2 E -1 4, 1 0 5 E - 3 1 , 5 0 0 0 E - 1 1 ,2 8 8 6 4 0 ,1 8 3
1 , OOOOE+O 9 .9 9 9 8 0 E -1 2, 0 2 0 E - 3 1, OOOOE+O 0 ,4 9 7 0 2 0 ,5 9 7
Fig. 7.17. Curvas de isopo tenc ia is  p a ra  o P roblem a 4.
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Na F ig u ra  7.17 fo ra m  tra ç a d a s  a s  cu rvas de isopotenciais da  so lução  o b tid a  com 
elem entos do 8a g rau .
1.40
1.30
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Fig. 7.18. C onvergência do fluxo  norm al em r  = 0,15 0 = n, 
u til iz a n d o -se  os ind icadores MRE2.
• -----------------x -------- s r  - a -
a *  lst=8
lst=6
Convergencia do Fluxo Normal 
em r =  0.15 teta = pi




Fig. 7.19. P o tencia l ao longo do lado no últim o passo , 
u til iz a n d o -se  os ind icadores MRE2.
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r
Fig. 7 .20. F luxo no rm al ao longo do lado Lz no ú ltim o passo, 
u tiliz a n d o -se  os ind icado res  MRE2.
Fig. 7.21. Ordem dos e lem en tos n a  reg ião  da  s ingu laridade. 
E nriquecim ento  c o n tro lad o  pelos ind icadores MRE2.
Na F ig u ra  7.21 te m -se  um "zoom" na  reg iã o  p róx im a à  origem  m ostrando  a  ordem  
dos e lem entos no passo  11 do p rocessam en to  p -a d a p ta tiv o , quando se u tilizou  os ind i-
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cad o res  MRE2. N o te-se  que a  o rdem  dos elem entos, na  d ireção  d a  s in g u la rid a d e , e s tá  
dim inuindo. Segundo Babuska & S uri, (1990) uma m alha geo m étrica , na  qual a  o rdem  dos 
elem entos dim inua linearm en te  em d ireção  à  s ingu laridade , é a  d isc re tiz a ç ã o  ó tim a 
p a ra  e s te  tip o  de problem a. A F ig u ra  7 .22  é análoga  à  7.21, só  que u til iz a n d o -s e  os 
ind icadores MPP1 ou MPP2.
Fig. 7.22. Ordem dos elem entos na reg ião  da  s in g u la rid ad e . 
Enriquecim ento  con tro lado  pelos ind icadores MPP1 ou MPP2.
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7 .3  P ro b le m a s  d a  E la s t ic id a d e  P la n a .
7.3.1 ' P ro b le m a  5: C isa lh a m e n to  d e  Um D om ínio Q u ad rad o .
E n co n tre  um  cam po de deslocam entos, u(x), ta l  que
«rjj, (u) = 0  em £3 (7.20)
su je ito  à s  se g u in te s  condições de contorno
u2 = 0 
u i = -1 
u , = 1 
t (u )  = 0
— Lj U Lgem r D 
em Lj 
em L3







X N Il 






u,= 0 0 X
(b)
Fig. 7 .23 . (a) Domínio ana lisado , (b) D iscre tização  do q u ad ran te  Q e condições
(k)de con to rn o  im postas (un são  g rau s  de liberdade das funções h ie rá rq u ic as)
0  dom ínio Q é o quad rado  { x  = (x1(x2) € R2 : -1 s  x 1,x 2 s  1 ). Devido a  Xx e 
X2 se rem  e ixos de a n ti - s im e tr ia  fo i modelado apenas o q u ad ran te  Q = (0 ,l)x (0 ,l)  e 
im p o stas  condições de con torno  adequadas (vide F igu ra  7 .23 (b)).
S e rá  su p o sto  que e x is te  um es tad o  plano de deform ação , que o m ódulo de e la s t i ­
c idade  lon g itu d in a l E = 1 MPa, e que o coeficien te  de Poisson v  = 0 ,3  ou v  = 0 ,4999. 
Os v a lo re s  da  e n e rg ia  de defo rm ação , p a ra  o q u ad ran te  Q, fo ram  estim ados em 
U(u) = 0 ,130680 N.mm, p a ra  v  = 0 ,3 , e U(u) = 0,127035 N.mm, p a ra  v  = 0 ,4999, 
(Babuska & Szabó 1982).
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E ste  p rob lem a fo i reso lv ido  u til iz a n d o -se  a  v ersão  p  de MEF, com enriquecim ento  
u n ifo rm e  dos e lem en tos, e a  versão  h , com re f in o  un ifo rm e da  m alha. A solução, u(x), 
possu i um com portam en to  s in g u la r nos v é r tic e s  Aj e pe rtence  à  c a te g o ria  B defin ida  
no C apítu lo  1. P o d e-se  en tão  v e r if ic a r  num ericam ente  o com portam ento  ass in tó tico , 
d a s  v e rsõ es  p  e h , p rev is to  pelo T eorem a 7.1. Segundo B abuska & Szabó, (1982) 
u^x) e  Hk(H), k  < 1.76 p a ra  v  = 0 ,3  e k  < 1.69 quando v  -  0 ,4999. T em -se, en tão , 
que
Ph = m in (p  ; 0 ,76) ' 
0 P = 1 ,52
v  = 0 ,3
|3h = m in (p  ; 0 ,69) 
0P = 1,38
v  = 0 ,4999
Os re su lta d o s  ob tidos com o uso d a  v e rsão  p  e a  m alha d a  F ig u ra  7 .23  (b) e s tã o  
re p re se n ta d o s  n a  F ig u ra  7 .24 (a). N esta , fo i tra ç a d o  o logaritm o  de lle ll^  versus o 
lo g aritm o  de p  p a ra  os casos de v  = 0 ,3  e v  = 0 ,4999. Os va lo res  ob tidos p a ra  as 
ta x a s  de convergência  a s s in tó tic a  O p = 1,31 e 0p = 1,28) são  um pouco m enores do 
que os p re v is to s  pelo  T eorem a 7.1. A F ig u ra  7 .24  (a) dem onstra  tam bém  que a  versão  p  
é in sensível ao  tra v a m e n to  ("locking") de Poisson e que o ponto  de e n tra d a  na fa ix a  
a s s in tó tic a  não depende do va lo r do c o e fic ien te  de Poisson ( Szabó e t  a l. 1989).
-0.12 -r Cisolhomento de Dominio Quadrado 
Taxas de Convergencia.
p= 3  Versão p
x p Uniforme nu =  0,4999 |3p =  1,28 
o  p Uniforme nu = 0.3 P p = 1-31
- 1 .8 0  ■0.00













-0 .4 0  -








h=1/2 h=1/* h=1/6 h=1/10
Cisalhamento de Dominio Quadrado
Taxas de Convergencia.
Nh=l/2
Versão h (p =  1)
s h - i / 4
s£*1/6
yh=1/8
s h = 1 / 1 0
x h Uniforme nu =  0,4999 N
o h Uniforme nu =  0.3 0h = 0.79
0.20 0.45 oio




Fig. 7 .24. (a) T axas de convergência  p a ra  a  v ersão  p . 
(b) T ax as  de convergência  p a ra  a  versão  h. P roblem a 5.
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Na F ig u ra  7 .24  (b) fo i t ra ç a d o  o logaritm o de llellE co rre sp o n d en te  a  d iversas 
d isc re tiz a ç õ e s  do q u a d ra n te  Q u tiliz a n d o -se  elem entos lin e a re s . No caso  em que o 
c o e fic ien te  de P o isson  vale  v  = 0 ,3  o b teve-se  um a ta x a  de convergência , 0h = 0,79, 
um pouco s u p e rio r  a  p re v is ta  pelo T eorem a 7.1 A F ig u ra  7 .24  (b) d e m o n stra  tam bém  que 
o re f in am e n to  d a  m alha  não red u z  o e r ro  quando v  = 0 ,4999 e p  = 1. O e fe ito  do t r a -  
vam ento  de Po isson  n a  v e rsão  h pode s e r  elim inado, po r exem plo, com o uso de elem en­
to s  de ordem  m aio r  ou igual a  q u a tro  (Babuska & Suri, 1990).
Fig. 7 .25. C om paração das versões p  e  h  do MEF p a ra  o P roblem a 5.
P a ra  se  p oder c o m p a ra r  a s  versões p  e h  em term os do núm ero de g ra u s  de lib e r­
dade, fo i t ra ç a d o  n a  F ig u ra  7.25, em esca la  log-log, llellj^* 100% v e rsu s  N. Onde N é 
o núm ero de g ra u s  de lib e rd ad e  após a  im posição das condições de con to rno  de D irich - 
le t. O bserva-se  que, no caso  de re f in o  uniform e, a  ta x a  de convergência  da  versão  h 
é independente  d a  o rdem  polinom ial dos elem entos. N o ta -se  a in d a  que a  ta x a  de con­
vergênc ia  da  v e rsã o  p  é n itid am en te  su p e rio r a  da versão  h (0p = 1,7 0h). Como con­
seqüência, p a ra  e s te  p rob lem a, qualquer que se ja  o nível de e r ro  dese jável p a ra  a
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so lução  ap ro x im ad a , a  v e rsã o  p  é sem pre m ais econôm ica em te rm o s  de núm ero de g rau s  
de liberdade . O desem penho d a  versão  p  poderia  s e r  a inda  m elhor se  o e fe ito  da  s in ­
g u la rid ad e  p re se n te  no v é r t ic e  Á3 fo sse  a tenuado  u tilizan d o -se  um a m alha adequada.
Na T abe la  14 e n c o n tra m -se  os va lo res do e r ro  na  norm a d a  en e rg ia , e de sua  es­
tim a tiv a , re la tiv o s  a  m alh a  d a  F ig u ra  7 .23  (b), v  = 0 ,3  e 1 s  p  s  8. A es tim a tiv a  de 
llellE fo i c a lcu lad a  u til iz a n d o -s e  o m étodo baseado em aná lise  a s s in tó tic a  (MAA). No­
t a - s e  que a s  e s tim a tiv a s  o b tid a s  fo ram  b a s ta n te  p rec isas , p rin c ip a lm en te  na fa ix a  
a s s in tó tic a  da  v e rsã o  p . Na ta b e la , N indica o núm ero de equações após a  im posição 
d a s  condições de co n to rno  de D irich le t.
T abe la  14. R esu ltad o s  p a ra  o Problem a 5 u tilizan d o -se  a  v ersão  p  do MEF.
MAA h = 1 /2 v  = 0 ,3
p N II e IIE ®MAA ^MAA lie II £ r % T} X
1 12 1 .4 4 3 4 3 E - 1 - - 2 8 ,2 3 4 -
2 3 2 6 .5 4 6 6 9 E -  2 - - 1 2 ,8 0 6 -
3 5 2 5 .9 9 5 9 3 E - 2 9 ,7 4 6 0 9 E - 2 1 ,6 2 5 1 1 ,7 2 8 1 8 ,6 0 4
4 8 0 4 .3 6 1 6 4 E - 2 5 .0 8 0 4 5 E - 2 1, 165 8 ,5 3 2 9 ,8 5 3
5 116 3 .2 7 1 7 4 E - 2 4 , 1 4 5 0 8 E -2 1 ,2 6 7 6 ,4 0 0 8 ,1 1 8
6 1 6 0 2 .5 7 7 5 4 E - 2 2 , 6 3 8 6 5 E - 2 1 ,0 2 4 5 ,0 4 2 5 ,1 6 2
7 2 1 2 2 , 1 0 1 3 7 E -  2 2 , 1 4 8 5 3 E -2 1 ,0 2 2 4 , 1 10 4 ,2 0 3
8 2 7 2 1 .7 5 7 0 7 E - 2 1 .7 9 5 0 7 E - 2 1 ,0 2 2 3 ,4 3 7 3 ,5 1 1
D f = 0 ,2 8 6
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7 .3 .2  P roblem a 6: P a in e l F ra tu rad o .
A n a lisa -se  a g o ra  o com portam en to  d a  v e rsão  p  quando a  solução e x a ta  é  s ingu lar 
em um  ponto  do dom ínio, devido a  e x is tê n c ia  de um a tr in c a . Supõe-se que e x is ta  um 
e s ta d o  p lano  de d e fo rm ação , c o e fic ie n te  de Poisson  v  = 0 ,3 , módulo de Young E = 1 
MPa e e sp e s su ra  u n i tá r ia .  Na F ig u ra  7 .26  te m -se  o dom ínio analisado . F oram  ap licadas 
condições de co n to rn o  de Neum ann de t a l  fo rm a  que a s  tra ç õ e s  correspondem  ao p rim ei­
ro  te rm o  s im é tr ic o  d a  e x p an são  a s s in tó tic a  d a  solução. As com ponentes do te n so r  te n ­
são , co rre sp o n d en te s  a  e s te  te rm o  d a  expansão , são  dadas p e la  Equação (7.21) 
(Babuska & Guo, 1988).
U 1 = 0 e m  A x
u 2 = 0 e m  Lj,
= O u *2 = °21 e m l 2
t i
=





“  0*21 e m L *
t j  são as componentes do ve to r traç ão  e 
CTjj são dadas pela Equação (7.21).
Fig. 7 .26 . Domínio e condições de con to rno  p a ra  o P roblem a 6.
°U = 1 f ij(0 )
«I 2 irr  ’
f u  = c o s - |
0  /  0  2 0  )
f 22 = cos—2 —11 + se n -g —sen— ^ —\ (7.21)
0 0 30f 12 = cos—^ —sen—^ —cos—
Kj é o p rim e iro  f a to r  de in ten s id ad e  de ten sã o  e o p a r  ( r ,0 )  r e f e r e - s e  ao sis tem a 
p o la r  m o strad o  n a  F ig u ra  7 .26 .
A so lução  é s im é tr ic a  em re la ç ã o  ao eixo  Xlf p o rta n to  fo i m odelado apenas a
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m etade  su p e rio r  do dom ínio e im postas condições de con torno  adequadas no lado Lj. O 
v a lo r  e x a to  da  e n e rg ia  de defo rm ação , p a ra  o dom ínio m odelado, é de 
U(u) = 0,23706469 (K jíV E  N.mm (Szabó, 1986c).
Assim como no P rob lem a 4, a  so lução  possu i um a s ingu laridade  da  ordem  de r 1/2
3/2—£
n a  origem  e p e rten ce  à  c a te g o ria  B, d e fin id a  no C apítu lo  1. Sendo U j ( x )  € H (£2), 
0  < e  «  1, o T eorem a 7.1 p revê, p a ra  a  v e rsão  p , um a ta x a  de convergência 
a s s in tó tic a  de apenas 0 p = 1-e. Na p r im e ira  d ic re tiz a ç ã o  do dom ínio u til iz o u -se  um a 
m alha un ifo rm e de 8x4 elem entos. P e la  F ig u ra  7.27 n o ta -s e  que é im pra ticáve l 
a lc a n ç a r  um e rro  re la tiv o , n a  norm a da  e n e rg ia , da  ordem  de 1 p o r  cen to , com um a t a ­
x a  de convergência tã o  ba ixa . U tilizo u -se , en tão , um a m alha g eo m étrica  com 3 e um a 
com 5 cam adas de e lem entos (vide F ig u ra  7.15). Em am bos os ca so s  a  ra z ã o  da p ro g re s ­
são  fo i de s = 0,15. P e la  F ig u ra  7.27 o b se rv a -se  que a  e n tra d a  na  fa ix a  a s s in tó tic a  
é r e ta rd a d a  com o aum ento  do núm ero de cam adas d a  m alha geom étrica . D eve-se p o r ta n to  
se lec io n ar um a m alha com um núm ero de cam adas ta l  que o nível de p rec isão  desejado  
s e ja  a lcançado  a n te s  que a  ta x a  de convergência  dim inua (Szabó & Babuska, 1991). 
N este  *problema d ese ja v a -se  o b te r  um e r ro  re la tiv o , m edido na  norm a da  en erg ia , m enor 
que um por cento , p o r ta n to , um a m alha  g eo m étrica  com 5 cam adas é su fic ie n te , como 
pode se r  observado na  F ig u ra  7.27. P a ra  p = 8 e n = 5 cam adas o b tev e-se  lie 11^=0,439%
Fig. 7.27. Aumento da ta x a  de convergência  p ré -a s s in tó tic a  quando 
são  u tiliz a d a s  m alhas geom étricas.
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Os ind icadores MREi e  MPPi, i == 1,2, fo ram  u tilizad o s  p a ra  c o n tro la r  o en rique­
cim ento  p -a d a p ta tiv o  dos e lem entos da m alha g eo m étrica  com 5 cam adas de elem entos 
(F igu ra  7.15). N a F ig u ra  7 .28  tem -se , em esca la  log-log , a s  c u rv a s  lle ll"*  100% v er­
sus o núm ero de equações, N, ob tidas. As seqüências de d is tr ib u içõ e s  p , co n stru íd as  
u tiliz a n d o -se  os ind icado res MREI e  MRE2, são  b a s ta n te  sem elhan tes. D iferen tem en te  
do P roblem a 4, n e s te , devido à  d is to rção  dos e lem entos d a  m alha , o uso dos indicado­
re s  MPPI e MPP2 re su lto u  em d ife re n te s  seqüências de d is tr ib u içõ e s  p . Mais uma vez 













C onvergencia da Solucao.
p U n ifo rm e 
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Fig. 7 .28. C onvergência da  solução p a ra  os casos  de en riquecim en to  
p -u n ifo rm e  e p -a d a p ta tiv o  dos elem entos. P rob lem a 6.
Assim como no P roblem a 4, d u ran te  o enriquecim ento  p -a d a p ta tiv o  dos elem entos, 
con tro lado  pelos ind icado res MRE2, u tiliz o u -se  tam bém  os m étodos MREI, MPPI e MPP2
crp a ra  se  c a lc u la r  e s tim a tiv a s  de II e IIE e II e IIE . Nas T abelas 15 e  16 te m -se  a s  e s tim a­
tiv a s  de llellE o b tid as  com os m étodos MREi, i = 1,2, e com os m étodos MPPi, i = 1,2, 
respec tivam en te . 0  m étodo MRE2 ap resen tou  o m enor desvio em re la ç ã o  à  unidade p a ra  o 
índice de e fe tiv id ad e  (Dr = 0,381). Também n es te  p rob lem a, a p e sa r  da  elevada 
d is to rçã o  dos e lem entos, a s  e s tim a tiv as  ob tidas com os m étodos MPPI e MPP2 fo ram
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b a s ta n te  sem elhan tes. Na T abela  17 te m -se  a s  e s tim a tiv as  de llellE * 100% o b tid a s  com 
os m étodos MRE1 e MPPi, i = 1,2.
T abe la  15. E s tim a tiv as  de llellE o b tidas  com os m étodos MRE1 e MRE2.
MRE1 e  MRE2
IS T N II e  IIE ®MR E 1 ^ M R E l ®MRE 2 ^ M R E 2
1 4 5 2 .2 9 2 0 5 E -1 3 .8 5 6 3 5 E - 1 1 ,6 8 2 4 ,1 8 9 7 8 E - 1 1 ,8 2 8
2 5 8 1 ,8 1 1 19E-1 2 ,1  5 5 8 9 E - 1 1 , 1 9 0 2 .4 1 9 3 7 E - 1 1 ,3 3 6
3 8 3 8 .6 6 1 4 2 E -2 8 ,9  9 3 7 7 E - 2 1 ,0 3 8 1 .0 3 0 3 0 E - 1 1 , 190
4 121 4 ,5 6 2 3 2 E -2 4 .0 0 3 0 7 E - 2 0 ,8 7 7 4 ,7 3 5 6 7 E - 2 1 ,0 3 8
5 184 2 ,1 9 9 5 8 E -2 1 .7 6 4 8 3 E - 2 0 ,8 0 2 2 , 1 1 8 8 2 E - 2 0 ,9 6 3
6 2 6 9 1 ,1 6 2 0 7 E -2 8 ,2  1 5 1 0 E - 3 0 ,7 0 7 1 ,0 1 1 1 4 E -2 0 , 8 7 0
7 3 2 0 9 .3 6 8 3 7 E -3 5 .0 0 0 9 4 E - 3 0 ,5 3 4 6 ,5  1 0 5 6 E -3 0 ,6 9 5
8 4 2 8 6 .3 0 9 2 8 E -3 2 ,9  6 5 4 6 E - 3 0 ,4 7 0 3 ,7 4  1 8 5 E -3 0 ,5 9 3
*9 441 5 ,5 2 9 1 1E -3 2 ,5  5 9 4 2 E - 3 0 ,4 6 3 3 .3 0 0 2 3 E - 3 0 ,5 9 7
10 4 7 4 4 ,8 9 6 0 3 E -3 2 ,1  9 8 5 6 E - 3 0 ,4 4 9 2 .8 3 3 7 4 E - 3 0 ,5 7 9
D f == 0 ,4 1 6 D f == 0 ,3 8 1
T abela  16. E s tim ativ as  de II e IIE ob tidas com os m étodos MPPI e MPP2.
M PPI e MPP2
IST N II e IIE ® M P P  X r MPPX ®MP P 2 r MP P 2
1 45 2 ,2 9 2 0 5 E -1 2 ,8 9 2  15 E -1 1 ,2 6 2 2 .8 9 2 1 5 E - 1 1 ,2 6 2
2 5 8 1 ,8 1 1 19E-1 2 .8 6 4 3 8 E - 1 1 ,5 8 1 2 ,8 6 1 2 0 E -1 1 ,5 8 0
3 8 3 8 .6 6 1 4 2 E -2 1 .2 3 8 4 0 E - 1 1 ,4 3 0 1 .2 3 4 5 0 E -1 1 , 4 2 5
4 121 4 ,5 6 2 3 2 E -2 6 ,2 1  8 9 9 E - 2 1 ,3 6 3 6 .2 2 0 6 6 E - 2 1 ,3 6 4
5 184 2 , 1 9 9 5 8 E -2 4 ,2 3 7  17 E - 2 1 ,9 2 6 4 ,4 4 8 4 9 E - 2 2 , 0 2 2
6 2 6 9 1 ,1 6 2 0 7 E -2 2 ,1 3  18 1E -2 1 ,8 3 5 2 ,2 1  7 5 7 E - 2 1 ,9 0 8
7 3 2 0 9 .3 6 8 3 7 E -3 1 ,7 4  1 3 9 E - 2 1 ,8 5 9 1 .7 9 0 4 1 E - 2 1 ,9 1 1
8 4 2 8 6 .3 0 9 2 8 E -3 1 .2 9 2 0 9 E - 2 2 ,0 4 8 1 .3 0 7 7 2 E - 2 2 , 0 7 3
9 441 5 ,5 2 9 1 1E -3 1 ,1 8 6  1 0 E -2 2 ,  145 1 .2 0 3 6 8 E - 2 2 ,  1 7 7
10 4 7 4 4 .8 9 6 0 3 E -3 1 ,1 4 1 1 4 E - 2 2 ,3 3 1 l ,1 5 9 1 4 E - 2 2 , 3 6 8
D f == 0 ,8 4 8 D f == 0 , 8 8 5
125
Como e ra  de se  e s p e ra r  o co m p o rtam en to  d a  versão  p  n e s te  p roblem a fo i semelham - 
t e  ao  do P rob lem a 4 j á  que, sob v á r io s  a sp ec to s , os dois prob lem as são  m atem a tica ­
m en te  equ iva len tes. C om pare-se , p o r  exem plo , a  F ig u ra  7.16, re la tiv a  ao P roblem a 4, 
com a  F ig u ra  7.28.
T ab e la  17. E s tim a tiv a s  de lieII
IS T N II e  II £ r x ’Í M R E l * ^ M R E 2 * ’ÍMPP 1 X ^MPP 2 *
1 4 5 3 3 ,2 8 7 5 1 ,0 6 5 5 4 ,2 1 9 4 0 ,6 8 9 4 0 ,6 8 9
2 58 2 6 ,3 0 4 3 0 ,8 6 8 3 4 ,2 2 0 3 9 ,5 9 4 3 9 ,5 5 7
3 8 3 1 2 ,5 7 9 1 3 ,0 5 3 1 4 ,9 1 4 1 7 ,8 3 8 1 7 ,7 8 4
4 121 6 ,6 2 5 5 ,8 1 3 6 ,8 7 6 9 ,0 1 5 9 ,0 1 7
5 184 3 ,1 9 4 2 ,5 6 3 3 ,0 7 7 6 ,1 4 5 6 ,4 5 0
6 2 6 9 1 ,6 8 8 1 , 193 1 ,4 6 9 3 ,0 9 5 3 ,2 1 9
7 3 2 0 1 ,3 6 1 0 ,7 2 6 0 ,9 4 6 2 ,5 2 8 2 ,6 0 0
8 4 2 8 0 ,9 1 6 0 ,4 3 1 0 ,5 4 3 1 ,8 7 6 1 ,8 9 9
9 441 0 ,8 0 3 0 ,3 7 2 0 ,4 7 9 1 ,7 2 2 1 ,7 4 8
10 4 7 4 0 ,7 1 1 0 ,3 1 9 ,0 , 4 1 2 1 ,6 5 7 1 ,6 8 3
Na T abela  18 te m -se  os v a lo re s  d a s  com ponentes do te n so r  ten são , ao longo da 
d ire ç ão  0 = n /2 ,  o b tid as  no p asso  10. A F ig u ra  7 .29  (a) re p re se n ta  os va lo res da 
ta b e la .
T abe la  18. T ensões ao longo d a  d ire ç ã o  0 = n /2  no passo  10 (ind icadores MRE2).
MRE2 I S T  = 10 ( v a l o r e s  e m MPa )
r  ( 0 = i r / 2 ) <rx x / K i e r x 0 - y y / K l e r x r xy / K r e r %
0 ,0 0 0 0 5 5 ,3 3 9 9 4 - 8 7 ,1 3 7 2 9 - - 9 ,3 0 9 3 4 -
5 .0 6 2 5 E - 4 6 ,0 3 3 9 1 3 , 7 4 7 1 9 ,6 8 6 6 7 - 4 ,6 8 1 - 6 ,6 3 7 7 8 - 5 ,8 8 6
3 .3 7 5 0 E - 3 2 ,2 9 4 2 1 5 , 5 0 6 6 ,9 2 2 8 9 4 ,9 5 3 - 2 ,5 1 6 3 7 - 3 ,6 4 5
2 , 2 5 0 0 E - 2 0 ,9 3 0 8 1 1 ,0 1 1 2 ,7 6 6 3 2 1 ,9 3 7 - 0 ,9 6 0 7 9 - 2 ,1 7 7
1 ,5 0 0 0 E - 1 0 ,3 6 5 8 9 - 0 , 4 6 8 1 ,0 9 1 7 8 0 ,0 7 1 - 0 ,3 6 2 8 0 0 ,3 8 0
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Fig. 7 .29. (a) Tensões ao longo da  d ireção  0 = w /2 no passo  10. 
(b) Convergência da  com ponente (rH  em r  = 0,15 0 = ir/2 .
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Fig. 7 .30 . (a) C onvergência da  com ponente <ryy  em r  = 0,15 0 = n /2 . 
(b) C onvergência da  com ponente r xy em r  = 0,15 0 = ir/2 .
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N as F ig u ra s  7 .29(b), 7 .30(a) e (b) te m -se  a  convergência de «r^, <ryy e Txy> 
resp ec tiv am en te , em r  = 0,15 0 = t t /2  ao  longo da  seqüência de d istr ib u içõ es  p  cons­
tru íd a  u til iz a n d o -se  os ind icadores MRE2. N o ta -se  um a convergência b a s ta n te  
o sc ila tó r ia  p rin c ip a lm en te  nos p rim eiro s  p asso s  do p rocessam ento  p  adap ta tivo . 
Porém , j á  a  p a r t i r  do passo  5, a  am plitude d as  osc ilações diminui b a s ta n te  e a  con­
vergênc ia  p a ra  os v a lo res  e x a to s  é evidente.
Fig. 7.31. Com ponente X2 do v e to r deslocam ento  p a ra  o P roblem a 6 (p  = 8).
P = 8
P «= 7






Fig. 7 .32 . Ordem dos elem entos no passo  8 (u tilizan d o -se  os ind icadores MRE2).
Na F igura  7.31 fo i tra ç a d a  a  com ponente X2 do v e to r deslocam ento  p a ra  o P ro b le ­
m a 6. As F igu ras 7 .32  e 7 .33  m ostram  a  ordem  dos elem entos na  reg ião  p róx im a  à  s in ­
g u la rid ad e , quando se  u tilizo u  os ind icadores MRE2 e MPP1, respec tivam en te .
Fig. 7 .33. Ordem dos elem entos no passo  8. Enriquecim ento  
con tro lado  pelos ind icadores MPP1.
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7 .4  P ro b le m a s  d a  E la s t ic id a d e  com  A x is s im e tr ia  G e o m é tr ic a  e  d e  C a rre g a m e n to .
7.4.1 P ro b le m a  7: T e s te  d e  M a cN e a l-H a rd e r .
O p rob lem a de um c ilind ro  de pa rede  esp essa  subm etido  a  um a p ressão  in te rn a  foi 
p ro p o sto  p o r MacNeal & H arder, (1985) como um prob lem a p ad rão  p a ra  te s ta r  o e fe ito  
de m a te r ia is  quase  incom pressíveis. A m alha u til iz a d a  e a s  condições de contorno 
im p o stas  e s tã o  i lu s tra d a s  na F igu ra  7.34. N esta , te m -se  o ra io  in te rn o , Rt = 3 ,0  mm, 
o r a io  e x te rn o , Re = 9 ,0  mm, a  c o ta  d a  base , Zb = 0 ,0  e a  c o ta  do topo, Zt  = 1,0 mm, 
p a ra  o c ilin d ro  ana lisado . A dotou-se tam bém  m ódulo de Young E = 1000 MPa, coeficien­
t e  de Poisson  v  = 0 ,4999  e p ressão  in te rn a  P = 1,0 MPa. N o te -se  que as  condições de 
con to rn o  de e s ta d o  plano de defo rm ação  im postas em z  = Zj, e em z  = Zt , jun tam en te  
com a  a x is s im e tr ia  do problem a, confinam  o m a te r ia l  em to d as  a s  d ireções, com a  ex ­
ceção  d a  ra d ia l ,  o que provoca um aum ento d as  d ificu ldades  num éricas causadas pela 
quase  in com pressib ilidade  do m a te ria l (MacNeal & H arder, 1985).
ST
3 3.5 «.2 52 6.75
Fig. 7 .34. C ilindro de p a red e  esp essa , m alha u til iz a d a  e 
condições de con torno  im postas.
A so lução  d e s te  problem a é a n a lític a  em todos os e lem entos f in ito s , incluindo 
os re sp e c tiv o s  con to rnos, e p o r ta n to  p e rten ce  à  c a te g o ria  A d efin ida  no C apítulo 1. 
A su a  e x p re ssã o  a n a lític a  é dada  p e la  Equação (7.22) (Féodosiev, 1977). 0  v a lo r ex a ­
to  d a  e n e rg ia  de deform ação , p a ra  um rad ia n o  do c ilind ro , fo i estim ado  em 
U(u) = 0 ,759.341 .248 .882 N.mm u tiliz a n d o -se  um a m alha de 20  elem entos na  d ireção  
r a d ia l  e 2  n a  d ireção  longitudinal.
(7.22a)
Os deslocam entos no ponto A, p a ra  v á ria s  form ulações a n a lisad as  por MacNeal & 
H ard er, (1985) e p a ra  a  versão  p  do MEF, es tão  na T abela  19. MacNeal & H arder, no 
e n ta n to , u til iz a ra m  elem entos p a ra  estad o  plano de deform ação  ou elem entos sólidos e 
não elem entos ax iss im é trico s . Os elem entos u tilizados fo ram  os segu in tes (p a ra  m aio­
r e s  d e ta lh e s  v e ja  MacNeal & H arder, 1985):
• QUAD2 — Composto de dois p a re s  de triân g u lo s  CST (C onstan t S tra in  T riangle)
sobrepostos.
• QUAD4 — Elem ento b ilin ea r isoparam étrico  com in teg ração  red u z id a  se le tiva .
• QUAD8 — Elem ento q u ad rá tico  isoparam étrico  de 8 nós com in teg ração  reduzida
se le tiva .
• HEXA(8) — Elem ento sólido isoparam étrico  de 8 nós com in teg ração  reduz ida
se le tiva .
• HEX20 — Elem ento sólido iso param étrico  de 20 nós.
• HEX20(R) —  Elem ento sólido isoparam étrico  de 20 nós com in teg ração  reduz ida
se le tiva .
T ab e la  19. D eslocam entos adim ensionalizados na su p e rfíc ie  in te rn a  (r  = Rt).
p u p /  u
1 0 , 0 5 2 . 9 6 0
2 0 ,8 7 8 .8 8 4
3 0 , 9 9 9 . 0 5 2
4 0 ,9 9 9 .9 9 4
5 1 ,0 0 0 .0 0 0
6 1 ,0 0 0 .0 0 0
7 1 ,0 0 0 .0 0 0
8 1 ,0 0 0 .0 0 0
M a c N e a l u h /  u
QUAD2 0 ,0 1 8
QUAD4 0 ,0 5 3
QUAD8 0 ,9 6 7
HEXA( 8 ) 0 ,9 8 6
HEX 20 0 ,8 7 9
H E X 20(R ) 1 ,0 0 0
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Os valo res ob tidos f  o ram  adim ensionalizados em re la çã o  a  so lução  e x a ta , 
u  = 5 ,062 .274 .993x l0 -3 mm. Os péssim os re su lta d o s  ob tidos com os elem entos QUAD2, 
QUAD4 e P = 1 indicam  que houve tra v a m e n to  ("locking") desses  e lem entos.
Na T abela  20  te m -se  os va lo res das ten sões ra d ia l, <rr , c irc u n fe re n c ia l, <rt , e 
long itud inal, crz, no ponto  A, obtidos com os elem entos p -h ie rá rq u ic o s . N o te-se  que 
a p e sa r  dos v a lo res  dos deslocam entos, ob tidos com elem entos do 3C e do 4° g rau , j á  
se rem  excelen tes , a s  ten sõ es  a inda ap re sen tam  elevado e rro . MacNeal & H arder, (1985) 
não ap resen tam  os v a lo re s  de ten sõ es  obtidos. A T abela  20  rev e la  tam bém  a 
e levadíssim a ta x a  de convergência dos va lo res  das ten sões  ob tidos com a  versão  p , 
n es te  problem a. As F ig u ras  7.35 (a)-(b ) e 7 .36 (a)-(b ) re p re se n ta m  os re su lta d o s  das 
T abe las 19 e 20.
D uran te  o enriquecim ento  p -u n ifo rm e  dos elem entos u til iz o u -se  o m étodo MRE2 
p a ra  se c a lc u la r  e s tim a tiv a s  de llellE e de lieII|r . Os re su lta d o s  ob tidos e s tã o  na T a­
be la  21. N o ta -se  que a s  e s tim a tiv as  o b tid as  fo ram  m uito  p re c isa s , com um desvio em 
re la çã o  à  unidade do índ ice de e fe tiv idade  de apenas D r = 0 ,0895. Os v a lo res  de IIellE 
e de llellE só e s tã o  tab e lad o s  p a ra  1 < p  < 6 pois como U(u) fo i estim ado  com apenas 
12 a lgarism os s ig n ifica tiv o s  não tem  sen tido  c a lc u la r -se  v a lo res  de llellE m enores do 
que 10-6.
T abela  20. Tensões (MPa) ob tidas com a  versão  p  do MEF no ponto  A do cilindro .
TENSÕES NA S U P E R F ÍC IE  INTERNA
P O'r e r ( crr ) x e P(<rt  )x O'z e r (<r2 )x
1 1 9 ,8 0 4 3 8 2 , 0 8 0 E + 3 1 9 ,9 1 4 7 3 - 1 , 4 9 3 E + 3 1 9 ,8 5 5 5 8 - 1 , 579E + 4
2 2 5 ,3 3 3 5 7 2 , 6 3 3 E + 3 2 7 ,2 9 9 5 7 - 2 ,0 8 4 E + 3 2 6 ,3 1 1 3 1 -2 .0 9 5 E + 4
3 0 ,8 4 0 0 2 1 , 8 4 0 E + 2 3 ,0 8 7 0 9 - 1 , 4 7 0 E + 2 1 ,9 6 3 1 6 - 1 , 471E + 3
4 - 0 , 8 9 8 8 0 1 , 0 1 2 E + 1 1 ,3 5 1  15 - 8 .0 9 2 E + 0 0 ,2 2 6 1 3 -8 .0 9 4 E + 1
5 - 0 ,9 9 4 8 1 5 , 1 9 3 E - 1 1 ,2 5 5 1 9 - 4 , 1 5 3 E -1 0 ,  13017 - 4 , 154E + 0
6 - 0 , 9 9 9 7 5 2 , 5 4 4 E - 2 1 ,2 5 0 2 5 - 2 .0 3 5 E - 2 0 ,1 2 5 2 3 - 2 , 0 3 5 E -1
7 - 0 , 9 9 9 9 9 1 , 2 0 6 E - 3 1 ,2 5 0 0 1 - 9 ,6 4 1  E -4 0 ,  12499 - 9 , 6 4 3 E -3
8 - 1 , 0 0 0 0 0 5 , 5 7 0 E - 5 1 ,2 5 0 0 0 - 4 , 4 5 6 E - 5 0 ,1 2 4 9 8 - 4 .4 5 7 E - 4
00 - 1 . 0 0 1 ,2 5 0 0 ,1 2 4 9 8 0
Na F ig u ra  7.37 fo i tra ç ad o , em esca la  log-log, o núm ero de equações v ersu s
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7}MRE2 *100 %. A cu rv a  o b tid a  dem onstra , m ais um a vez, a  insensib ilidade  da  versão  p  
do MEF em re la ç ã o  ao tra v a m e n to  de Poisson e a  su a  e levada ta x a  de convergência p a ra  
prob lem as p e rte n c e n te s  à  c a te g o ria  A.
T ab e la  21. E s tim ativ as  ob tidas com o m étodo MRE2.
MRE2
P N Il e  II E ®MR E 2 r MRE2 Il e  II g  r x V x
1 12 1 , 1 9 9 2 7 E -1 9 ,4 7 3  15 E - 2 0 ,7 8 9 9 9 7 ,3 1 6 9 5 ,7 9 9
2 32 4 , 2 8 8 7 9 E - 2 4 .0 2 0 2 7 E - 2 0 ,9 3 7 4 3 4 ,8 0 2 3 2 ,8 6 5
3 52 3 ,7 9 4  19 E -3 3 .7 9 1 8 8 E - 3 0 ,9 9 9 4 3 ,0 7 9 3 ,0 7 7
4 82 3 .0 9 2 1 0 E - 4 3 .0 9 1 0 2 E - 4 0 ,9 9 9 7 2 , 5 0 9 E -1 2 .5 0 8 E -1
5 122 2 , 4 9 0 3 7 E - 5 2 ,4 8 9 0 0 E -  5 0 ,9 9 9 5 2 , 0 2 1 E -2 2 .0 2 0 E - 2
6 172 1 ,9 9 8 5 8 E - 6 1 .9 8 4 3 4 E - 6 0 ,9 9 2 9 1 , 6 2 2 E -3 1 ,6  1 0 E -3
7 238 < 1 , 0 E - 6 1 .5 6 7 7 7 E - 7 - < 1 , O E-3 l ,2 7 2 E - 4
8 3 0 2 < 1 .0 E - 6 1 ,2 2 8 9 5 E - 8 - < 1 , O E-3 9 .9 7 2 E - 6
DT = 0 ,0 8 9 5
6.0
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□ Superficie Interna 
& Superficie Externa 
-----  Exato
Fig. 7.35. (a) C onvergência dos deslocam entos, (b) C onvergência 





















□ Superfície Interno 
a Superficie Externa 
-------  Exato
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□ Superficie Interna 
a Superficie Externa 
------  Exato




Fig. 7 .36. (a) Convergência da ten são  c irc u n fe ren c ia l. (b) Convergência 
da  ten sã o  longitudinal. Enriquecim ento p -u n ifo rm e  dos elem entos.
N o  d e  E q u a c o e s
Fig. 7 .37. C onvergência da  solução com o enriquecim ento  p -u n ifo rm e  dos elem entos.
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7 .4 .2  Problem a 8: Anel Sob P ressão  In tern a  e  R otação  C onstante.
A nalisa -se  a g o ra  o caso  de um anel subm etido  a  um a p ressão , P, na  sua  
s u p e rf íc ie  in te rn a  e a  um a ro ta ç ã o  c o n s ta n te , w, em to rn o  de seu eixo. Assim como no 
p ro b lem a  a n te r io r , a  so lução  d es te  p rob lem a p e rte n c e  à  c a te g o ria  A. Devido à  ro ta ç ão  
do an e l e x is t ir á  um a fo rç a  de corpo  p o r unidade de volume, na d ireção  ra d ia l, dada 
p o r
f  = J ? L  u 2 r  (7.23)
r g
onde W é o peso  p o r unidade de volum e, g  é a  a c e le ra ç ã o  da  g rav idade e u  a  velocida­
de an g u la r. S e rá  suposto  que a  e sp essu ra  do anel se  m antém  co n stan te  e que as  d e fo r­
m ações não v ariam  ao longo da  d ireção  z , ou se ja , que e x is te  um estad o  plano de de­
fo rm ação . A F ig u ra  7 .38  i lu s t ra  a  g eo m e tria  do p rob lem a, a s  condições de contorno  
im p o stas  e a  m alha u til iz a d a  (apenas um elem ento). N esta , tem -se  o ra io  
in te rn o , = 4 ,0  mm, o ra io  ex te rn o , Re = 6 ,0  mm, a  c o ta  da base, Zb = 0 ,0  e a  c o ta  
do topo , = 0 ,5  mm, p a ra  o anel ana lisado . A dotou-se  tam bém :
• P re ssão  in te rn a , P = 500  MPa.
• Velocidade an g u la r, u  = 200  r a d /s .
• M assa p o r unidade de volume, W /g = 7 ,9 x l0 -5 N .s2/m m 4.
• Módulo de Young, E = 2 ,lx l0 6 MPa.





Fig. 7 .38 . P rob lem a 8. M alha u til iz a d a  e condições de con to rno  im postas.
Com e s te  p rob lem a p re te n d e -se  v e r if ic a r  o com portam en to  da v e rsão  p  e do m étodo 
MRE quando ex is tem , s im ultaneam en te , so lic itaçõ es  devido a  fo rç a s  de corpo e a  con-
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Devido à  lin e a rid ad e  do p rob lem a, a  sua  solução a n a lític a  é dada pe la  som a dos 
resp ec tiv o s  v a lo re s  ob tidos com a  Equação (7.22) (re sp o sta  devido à  p ressão  in te rna) 
com os dados p e la  equação  seg u in te  (re sp o sta  devido à  ro tação  do anel) (Branco, 
1985).
(3  + C) W 2r D2 ^  _2 R? R? ,1 ,<rr = -----g--------- —  w2|R ,  + r c -  _L_£s. -  r 2J (7.24a)
(3 + C) W 2f D2 2 R? Rl  (1 + 3C) 21 .
crt = — g--------—  ♦ Re + - V 1 -  ( 3~ + c) r J (7 24b)
trz = i/(<rr + <rt ) (7.24c)
u =  —^ -£<rt (l -  v 2-) -  <rr (i> + i^ 2)J (7.24d)
j  ^  _  (^  + v2)
on c  “  ç r - i F )  ‘
O va lo r e x a to  da  e n e rg ia  de deform ação , p a ra  um rad iano  do anel, fo i estim ado 
em U(u) = 1,500.529.111.09 N.mm utilizau ido-se um a m alha com 20 elem entos na d ireção  
ra d ia l  e 2 n a  d ireção  z.
Na T abe la  22 te m -se  os deslocam entos no ponto A obtidos aum en tando-se  a  ordem  
do elem ento  de p  = 1 a té  p  = 8. Os valo res fo ra m  adim ensionalizados em re lação  a  
solução e x a ta , u  = 2 ,8 0 6 .2 9 6 .381xl0-3 mm.
T abela  22. D eslocam entos ad im ensionalizados na su p erfíc ie  in te rn a  ( r  = Rj).
dições de contorno de Neumann não homogêneas.
p u p /  u
1 0 , 9 6 2 .7 9 8
2 0 ,9 9 9 .0 3 7
3 0 , 9 9 9 .9 8 2
4 1 ,0 0 0 .0 0 0
5 1 ,0 0 0 .0 0 0
6 1 ,0 0 0 .0 0 0
7 1 ,0 0 0 .0 0 0


















T abe la  23. Tensões (MPa) na  su p e rfíc ie  in te rn a  do anel (ponto A).
p r e r ( <rr )x «■t e r (<rt  )x o'z e r (<r2 )x
1 2 9 ,0 4 4 7 1 , 0 5 8 E + 2 1 5 1 2 ,3 7 2 - 7 ,6 6 3 4 6 2 ,4 2 5 0 -7 .0 3 7 E + 1
2 - 3 8 9 ,7 5 1 8 2 , 205E + 1 1 4 3 9 ,5 3 3 - 2 ,4 7 7 3 1 4 ,9 3 4 4 - 1 , 603E + 1
3 - 4 8 2 ,5 0 9 7 3 , 4 9 8 E + 0 1 4 1 0 ,5 1 7 - 4 , 1 19E -1 2 7 8 ,4 0 2 3 -2 .5 7 3 E + 0
4 -4 9 7  , 4 9 1 3 5 .0 1 7 E - 1 1 4 0 5 ,5 7 0 - 5 , 9 7 2 E -2 2 7 2 ,4 2 3 7 - 3 .7 0 0 E - 1
5 - 4 9 9 ,6 6 3 4 6 , 7 3 2 E - 2 1 4 0 4 ,8 4 5 - 8 , 0 5 1 E -3 2 7 1 ,5 5 4 3 - 4 , 9 7 1 E -2
6 - 4 9 9 ,9 5 6 8 8 , 6 3 3 E - 3 1 4 0 4 ,7 4 6 - 1 .0 3 5 E - 3 2 7 1 ,4 3 6 7 - 6 .3 7 9 E - 3
7 - 4 9 9 ,9 9 4 6 1 , 0 7 1 E -3 1 4 0 4 ,7 3 3 - 1 , 2 8 8 E -4 2 7 1 ,4 2 1 6 - 7 , 9 2 0 E - 4
8 - 4 9 9 ,9 9 9 4 1 , 2 9 7 E - 4 1 4 0 4 ,7 3 2 - l , 5 6 1 E - 5 2 7 1 ,4 1 9 7 - 9 ,5 9 0 E - 5
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Fig. 7 .39 . (a) Convergência dos deslocam entos, (b) Convergência 
d a  ten são  rad ia l. Malha com apenas um elem ento.
Na T abe la  23 enco n tram -se  os valo res das ten sõ es  ra d ia l, crr , c ircu n fe ren c ia l, 
<rt , e  long itud inal, <rz, n a  su p erfíc ie  in te rn a  do anel. N o te-se  que p a ra  p  = 4 os 
re s u lta d o s  j á  são  m uito  bons. As F igu ras 7 .39 (a )-(b )  e  7 .4 0  (a )-(b )  rep re sen ta m  os 













do a  suavidade da  solução, a  convergência  das com ponentes do te n so r  ten são  o co rre  







Fig. 7 .40. (a) Convergência da  ten sã o  c ircu n fe ren c ia l. (b) Convergência 
da ten são  longitudinal. M alha com apenas um elem ento.
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P N II e  II E ®MR E 2 ^ MRE2 II e II £ r x V x
1 4 3 .2 7 3 6 7 E -1 3 .2 0 1 3 6 E -  1 0 ,9 7 7 9 1 8 ,8 3 7 1 8 ,4 9 4
2 8 5 .3 5 9 9 6 E -2 5 .3 3 2 2 3 E - 2 0 ,9 9 4 8 3 ,0 9 4 3 ,0 7 8
3 12 7 ,2 5 0  1 4 E -3 7 .2 2 6 3 1 E - 3 0 ,9 9 6 7 4 , 185E -1 4 , 171E -1
4 18 9 .2 2 0 9 5 E -4 9 , 1 9 1 4 7 E - 4 0 ,9 9 6 8 5 , 3 2 3 E -2 5 .3 0 6 E - 2
5 26 1 ,1 2 3 0 2 E -4 1 ,1 1 9 8 3 E - 4 0 ,9 9 7 2 6 , 4 8 3 E -3 6 .4 6 4 E -3
6 36 1 .3 3 2 6 6 E -5 1 .3 2 4 3 0 E -  5 0 ,9 9 3 7 7 , 6 9 3 E -4 7 , 6 4 4 E -4
7 48 < 1 .0 E - 5 1 .5 3 2 7 4 E - 6 - < 1 .0 E - 4 8 , 8 4 8 E -5
8 62 < 1 .0 E - 5 1 .7 4 5 2 1 E - 7 - < 1 .0 E - 4 1 .0 0 7 E -5
DT = 0 ,0 0 9 .8 6 7
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Na T abela  24 te m -s e  a s  e s tim a tiv a s  de llellE e de llellE o b tid as  com o m étodo 
MRE2. N o ta -se  que o índ ice  de e fe tiv id ad e , r MRE2, m an tém -se  co n sis ten tem en te  próxim o 
a  1,0 a te s tan d o , m ais  um a vez, o ó tim o desem penho do m étodo MRE quando a  solução é 
suave. Também n e s te  p rob lem a, devido a  lim itação  do núm ero  de a lg a rism o s s ig n if ic a ­
tiv o s  de U(u), llellE e llellEr só  fo ra m  tab e lad o s  p a ra  1 s  p  s  6.
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7 .4 .3  P ro b le m a  9: P la c a  C ir c u la r  S im p lesm en te  A poiada.
O desem penho dos e lem entos p -h ie rá rq u ic o s  na solução de prob lem as de flexão  é 
te s ta d o  a  se g u ir . A n a lisa -se  uma p laca  c irc u la r  sim plesm ente apo iada nos bordos 
s u je i ta  a  um c a rre g a m e n to  tra n sv e rsa l uniform em ente d istribu ído . Os p a râm etro s  do 
prob lem a são:
• R aio  da  p laca , R = 20 ,0  mm.
• E sp e ssu ra  da  p laca , h = 1,0 mm.
• C arg a  d is tr ib u id a , q = -  5 ,0  MPa.
• Módulo de Young, E = 2 ,lx l0 6 MPa.
• C oefic ien te  de Poisson, v  = 0,3.
Na F ig u ra  7.41 te m -se  um a rep resen tação  da d isc re tiza ç ã o  ad o tad a  e das 
condições de con to rn o  im postas. Na reg ião  hachurada  fo i u til iz a d a  a  m alha em 
p ro g re ssão  g e o m é tric a  i lu s tra d a  na F igura  7.15.




f ^  <6 e ^ -  fb n é
yÂ
' / / }
Fig. 7.41. M alha u tilizad a  e condições de contorno  im postas.
Os v a lo re s  fo rn ec id o s  pela  Equação (7.25) (Timoshenko & G oodier, 1982), p a ra  as 
com ponentes do te n s o r  ten são , se rão  adotados como re fe rê n c ia . N o te -se  que a  Equação 
(7.25a) só é v á lid a  longe dos apoios, pois, e s ta  fo rn ece  um v a lo r d ife re n te  de zero  
p a ra  <rr em r  = R. P a ra  o deslocam ento tra n sv e rsa l, w, e p a ra  a  e n e rg ia  de deform ação  
U(u), s e rã o  u sad o s como re fe rê n c ia  os valo res fo rnecidos pela  te o r ia  de p lacas  sem i- 




z 3 3 (3  + p ) r 2z 3 (2 + v )  z2 + v
^  ”  q [  8 c 3 32  c 3 8 5 c 
3 (3  + v)  R 2z
32
_  f  z 3 3 z______1_ 1
4 c 3 4 c 2 J
(7.25a)
(7.25b)
Trz --------i r r r -  (c2 -  z 2) (7.25c)8 c 3
w<,.or ~5îd [ i I I  * 3kU - (tt)*] (7'26)
u<“> = w [t ^ *  0 -2 7 )
• c = h /2
• <p é  o s e to r  de c írcu lo  analisado . Na fo rm u lação  do elem ento usou-se 
<p = 1 ra d  (vide Capítulo 3).
• k  é o f a to r  de co rreção  do c isalham ento . A dotou-se  k  = 5 /6 .
• D é a  co n stan te  de rig id ez  da  p laca.
D -  12li~ - % )  ,7 -281
T ab e la  25. Convergência dos deslocam entos (mm) e da  te n sã o  ra d ia l  (MPa) 
no cen tro  da p laca. E nriquecim ento  p -a d a p ta tiv o .
MRE2 r  = 0
IST w p ( z = o ) e r ( w p ) x <rr ( z  = - h / 2 ) e r (o-r )
1 - 0 ,0 1 3 .5 9 6 9 4 , 8 84 9 1 ,7 2 4 9 6 ,2 9 5
2 - 0 .2 3 2 .6 3 3 1 2 , 4 5 9 1 6 6 0 ,2 4 6 3 2 , 9 3 5
3 - 0 ,2 6 6 .6 8 7 - 3 ,  5 5 3 E -1 2 7 8 1 ,2 6 9 -  1 2 ,3 4 8
4 - 0 ,2 6 5 .3 4 2 1 , 5 0 8 E -1 2 4 5 6 ,7 5 3 0 , 7 6 0
5 - 0 ,2 6 5 .4 9 4 9 , 3 6 3 E -2 2 4 7 9 ,7 4 8 -  0 , 1 6 9
6 - 0 ,2 6 5 .6 6 7 2 , 8 5 3 E - 2 2 4 7 5 ,2 0 9 0 , 0 1 5
7 - 0 ,2 6 5 .6 9 1 1 , 9 5 0 E - 2 2 4 7 5 ,1 0 0 0 , 0 1 9
00 - 0 ,2 6 5 .7 4 3
Oo 2 4 7 5 ,5 7 5 o
o
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N este  problem a se u tilizo u  os ind icadores MRE2 p a ra  c o n tro la r  o enriquecim ento 
p -a d a p ta tiv o  dos elem entos. Na T abe la  25 te m -se  os v a lo re s  do deslocam ento t ra n s v e r ­
sa l, wp, em r  = 0 z  = 0 , e d a  ten sã o  ra d ia l, <rr , em r  = 0  z = - h /2 ,  obtidos ao longo 
do p rocessam en to  p -a d a p ta tiv o . O bserva-se  que j á  no passo  4 o e rro , ta n to  em wp como 
em <rr , e s tá  aba ixo  de um p o r cento . As F ig u ras  7 .42  (a )-(b ) e 7 .43 (a)-(b ) rep re sen ­
ta m  o com portam ento  de wp, <rr , <rz e r rz , resp ec tiv am en te , ao longo do processam ento .
0.00 lst= 1
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Fig. 7 .42. (a) C onvergência do deslocam ento  t ra n s v e rs a l  wp em r  = 0 z  = 0. 
(b) Convergência da  ten são  ra d ia l  <rr em r  = 0 z = -h /2 .
E ste  prob lem a fo i tam bém  reso lv ido  u til iz a n d o -se  um a m alha  unifo rm e com q u a tro  
e lem en tos na  d ireção  ra d ia l  e enriquecim ento  p -u n ifo rm e . Os re su lta d o s  fo ram  sim ila­
re s  ao  do caso  p -a d a p ta tiv o  e com p ra tic a m e n te  o mesmo e s fo rç o  com putacional (vide 
T ab e la  26). Porém , o enriquecim ento  p -a d a p ta tiv o  fo i enfocado  com o in tu ito  de ilu s­
t r a r  um a conseqüência de um "e rro  de idealização". Ou se ja , ao se im por a  re s tr iç ã o  
dos deslocam entos na  d ireção  z  em r  = R, quando n a  rea lid a d e  nenhum apoio é in fin i­
tam e n te  ríg ido , f a z - s e  com que o enriquecim ento  dos e lem entos se  concen tre  em to rn o  
d e s te  ponto . O uso de um a m alha em p ro g ressão  g eo m étrica  fe z  com que os elem entos em 
to rn o  de z = 0 r  = R perm anecessem  lin ea re s  a té  o passo  5, porém , a  p a r t i r  d este , o 
en riquecim en to  se concen trou  apenas em to rn o  d e s te  ponto. A F igu ra  44 m o stra  um 
"zoom" d e s ta  reg ião  no passo  7. Na T abela  27 te m -se  a s  e s tim a tiv a s  de llellE e de 




















T abe la  26. R esultados ob tidos com um a m alha un ifo rm e e com en rique­
cim ento  p -u n ifo rm e  (deslocam entos em mm e ten sõ es  em MPa).
r  = 0  M a lh a  4x1
P N W P e r (w p ) x <rr ( z = - h / 2 ) e r (<rr )
1 17 - 0 ,1  1 4 .3 4 2 5 6 ,9 7 2 7 1 1 9 7 2 ,0 1 0 2 0 ,2 4 1
2 4 2 - 0 .2 6 4 .0 4 9 0 ,6 3 7 4 6 2 4 9 1 ,0 1 9 -  0 ,6 2 4
3 6 7 - 0 ,2 6 5 .5 4 1 0 ,0 7 6 0 1 2 4 8 3 ,5 2 9 -  0 ,3 2 1
4 100 - 0 ,2 6 5 .5 4 9 0 ,0 7 3 0 0 2 4 7 6 ,2 5 7 -  0 ,0 2 8
5 141 - 0 ,2 6 5 .5 6 2 0 ,0 6 8 1  1 2 4 7 6 ,3 2 7 -  0 ,0 3 0
6 190 - 0 ,2 6 5 .5 7 5 0 ,0 6 3 2 2 2 4 7 6 ,3 2 0 -  0 ,0 3 0
7 2 4 7 - 0 ,2 6 5 .5 8 5 0 ,0 5 9 4 6 2 4 7 6 ,3 1 0 -  0 ,0 3 0
8 3 1 2 - 0 ,2 6 5 .5 9 5 0 ,0 5 5 6 9 2 4 7 6 ,3 1 0 -  0 ,0 3 0
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F ig . 7 .43. (a) Convergência da  ten são  tra n sv e rsa l  <rz em r  = 0 z  = - h /2 .
(b) C onvergência da  ten são  c isa lh an te  x rz em r  = 0 z = - h /2 .
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T abela  27. E s tim a tiv as  de llellE e de IIeIIE , m étodo MRE2. 
E nriquecim ento  p -ad a p ta tiv o .
MRE2
IST N U ( U P ) ® M R E 2 ^M R E 2  X
1 60 2,705.011 6.86477E+0 94,711
2 68 55,895.238 2,71097E+0 24,837
3 86 60,683.967 6.24202E-1 5,657
4 108 60,871.221 4,27426E-1 3,871
5 130 60,920.439 3.06388E-1 2,775
6 186 60,968.087 1,80519E-1 1,635
7 254 60,979.986 9,87 127E-2 0,894
00 00 61,019.048 (placa s em 1 - e spess a )
Fig. 7 .44 . Zoom m o stran d o  a  ordem  dos elem entos próxim os ao apoio.
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CAPÍTULO 8 
Conclusões e Sugestões para  Novos Estudos
8.1 In tro d u ç ã o .
N esta  d isse rta ç ão  v á rio s  a sp ec to s  re lac ionados com o uso de té c n ic a s  a d a p ta t i -  
vas p a ra  o MEF fo ram  investigados. A v ersão  p  do m étodo fo i u til iz a d a  p a ra  c o n tro la r  
o e r ro  de d isc re tização  de soluções ap rox im adas p a ra  prob lem as da  e la s tic id a d e  e de 
po tencial. A dim ensão do espaço solução fo i aum entada u tiliz a n d o -se  funções de in ­
te rp o lação  p -h ie rá rq u ic a s . U tilizo u -se  um a lgo ritm o  que p e rm ite  a  co n s tru ç ão  de m a­
t r iz e s  de rig idez  p a ra  elem entos de qua lquer ordem  polinom ial.
O utro im portan te  asp ec to  enfocado fo i a  e s tim a tiv a  a p o s te r io r i  do e r r o  de d is ­
c re tiz a ç ão . V árias técn icas  fo ram  estu d ad as. Foram  p ro p o sta s  e im p lem en tadas a lgum as 
m odificações nos m étodos de e s tim a tiv a  en con trados na l i te r a tu ra .
Uma e s tru tu ra  de dados fo i desenvolvida p a ra  a  im plem entação  do a lg o ritm o  
p -a d a p ta tiv o . 0  a lgo ritm o  b a se ia -se  na  eq ü id is tr ib u ição  do e r ro  de d isc re tiz a ç ã o  
p a ra  a  construção  de uma m alha quase ó tim a.
O Método de G rad ien tes Conjugados P recondicionado fo i u tiliz a d o  n a  so lução  do 
s is tem a  de equações. V ários p rob lem as re p re se n ta tiv o s  fo ram  an a lisad o s  p e rm itin d o -se  
co m p arar c rite rio sam en te  os d iversos m étodos de e s tim a tiv a  de e r ro  im plem entados. 
P ode-se  tam bém  com provar num ericam ente  o com portam ento  p re v is to  p e la  t e o r ia  do MEF 
p a ra  as versões p  e h.
8 .2  C onclusões.
Com re lação  a  versão  p  do MEF e a  o u tro s  aspec to s  de c a r a te r  g e ra l  a s  p r in c i­
p a is  conclusões deste  tra b a lh o  fo ram :
• Quando a  solução e x a ta  é suave podem se r  u sadas  m alhas ex tre m a m en te  g ro sse i­
r a s .  A escolha da m alha é co n tro lad a  basicam en te  pela  g eo m etria  do dom ínio e dos
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elem entos. A en erg ia  de d efo rm ação  do e rro  decresce exponencialm ente, p a ra  problem as 
pe rten cen tes  a e s ta  c a te g o ria , quando a  versão  p  é u tilizada .
• Mesmo quando a  solução e x a ta  não é suave, é possível, sem o uso de funções 
especiais ou o u tro  a r t i f íc io  qua lquer, a tin g ir  elevada p rec isão  com a versão  p  do 
MEF. N este caso  os pontos s in g u la re s  devem se r  isolados com um núm ero adequado de 
cam adas de pequenos e lem entos. São usadas, então, as m alhas d ita s  "geom étricas" nas 
quais os tam anhos dos e lem entos decrescem , a  uma razão  de gera lm en te  0,15, em 
d ireção  à  s ingu laridade. O btém -se d e s ta  fo rm a elevadas ta x a s  de convergência na f a i ­
xa  p ré -a s s in tó tic a  e r e ta r d a - s e  a  e n tra d a  na fa ix a  a ssin tó tica . 0  uso d e s ta s  m alhas 
tam bém  a ten u a  b a s ta n te  as o sc ilações dos campos de tensões, obtidos com a  versão  p , 
próxim os aos pontos s in g u la res .
• 0  uso do enriquecim ento  p -a d a p ta tiv o  ev ita  que h a ja  aum ento desnecessário  da 
ordem  polinom ial dos e lem entos em reg iões do domínio onde o e rro  é pequeno.
• A u tilização  dos re su lta d o s  ob tidos em um passo  do p rocessam ento  p a ra  acele ­
r a r  a convergência do Método de G rad ien tes Conjugados forneceu  bons resu ltad o s . 0  
núm ero de ite raç õ e s  aum entou m uito  len tam ente  ao longo dos passos (ISTEPs) do p ro ­
cessam ento.
• A e fic iên c ia  do m étodo ICCG fo i b a s ta n te  so frível nos problem as com m a te ria is  
quase incom pressíveis. N estes, o núm ero de condição da m atriz  de rig idez  global fo i, 
geralm ente, da ordem  de 105.
Em re lação  as v á ria s  téc n ica s  de e s tim a tiv a  a  p o s te r io r i  do e rro  de 
d isc re tização  es tu d ad as, a s  p rin c ip a is  conclusões foram :
• Os m elhores re su lta d o s  (m aior ta x a  de convergência e m enor desvio em re lação  
à  unidade do índice de e fe tiv id ad e) fo ram  obtidos com o Método dos Resíduos em Ele­
m entos. 0  índice > de e fe tiv id ad e  global, rMRE, nem sem pre convergiu p a ra  1,0, m as 
m anteve-se  consis ten tem en te  lim itado , mesmo em problem as com solução s in g u la r. A 
pequena subestim ação  do e r ro  poderia  se r elim inada, ou pelo menos a tenuada , se a 
co n stan te  CK (defin ida na equação  5.15), que depende do p a râm etro  p K, tiv esse  sido 
considerada.
• Os re su ltad o s  ob tidos com os m étodos MRE1 e MRE2 foram  sem elhan tes, com pe­
quena vantagem  p a ra  o segundo. Porém , o m étodo MRE2 m ostrou -se  m ais robusto . Ou se -
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ja ,  m enos suscetíve l de f a lh a r  nas s ituações em que a solução e x a ta  fo r  uma f unção 
p a r  ou im par.
• O m étodo baseado no pós-processam ento  da solução aprox im ada (MPP), mesmo com 
a  suav ização  f e i ta  a  nível local, fo rneceu  e s tim a tiv as  razoáveis  p a ra  o e rro  de d is -  
c re tiz a ç ã o , em problem as c u ja  solução e x a ta  e ra  suave. Seu desem penho fo i, no e n ta n ­
to , m uito  a fe tad o  pela  p resença  de pontos s ingu lares. Os ind icadores de e rro  asso c i­
ados ao  m étodo MPP tiv e ram  um desempenho b a s ta n te  in fe r io r  aos associados ao m étodo 
MRE, a te s ta n d o  a  b a ix a  qualidade das e s tim a tiv as  de e r ro  locais f e i ta s  po r e s te  
m étodo.
• As abordagens MPP1 e MPP2 fo rneceram , mesmo em d isc re tizaçõ es  com elem entos 
b a s ta n te  d isto rc id o s, re su lta d o s  p ra ticam en te  idênticos.
8 .3  S u g e s tõ e s  p a r a  Novos E stu d o s  e C om plem en tação  d e s te  T ra b a lh o .
O m étodo p  ad ap ta tiv o  tra ta d o  n e s ta  d isse rta ç ão  possui um campo de ap licação  
que se es ten d e  m uito além  dos problem as abordados. As fe rra m e n ta s  fo ra m  desenvolvi­
d as  e e s tã o  p ro n ta s  p a ra  serem  usadas na solução de uma am pla gam a de problem as. 
Como fo rm a  de com plem entar es te  trab a lh o , aum entando-se  a sua ab rangência  e p o ssi­
velm ente  m elhorando-se  a  e fic iência  do código com putacional desenvolvido, su g e re -se  
o e s tu d o  ou a  im plem entação do seguinte:
• O a lgo ritm o  p -a d a p ta tiv o , ap resen tado  no C apítulo 6, perm ite  o aum ento da 
o rdem  polinom ial de um elem ento apenas de um em um. Com increm entos d ife re n te s  de 
um, p rovavelm ente, se consegu irá  m aiores ta x a s  de convergência.
• Uso da técn ica  de p ro jeção  (Devloo, 1987b) p a ra  im por continuidade e n tre  e le ­
m entos de d ife re n te s  o rdens polinom iais. O uso d e s ta  técn ica  f a c i l i ta r ia  a  im plem en­
ta ç ã o  da  suav ização  global dos fluxos, aum entando, provavelm ente, a  e fic iên c ia  dos 
m étodos de e s tim a tiv a  MPP.
• Uma m elhor rep re sen ta çã o  de domínios com plexos, com con tornos curvos po r 
exem plo, pode se r  o b tid a  a tra v és  do m apeam ento, e n tre  o elem ento re a l  e o de 
r e fe rê n c ia , com funções a ju s ta d a s  ("blending functions") (Szabó & Babuska, 1991). Na 
v e rsã o  p  o uso d e s ta  téc n ica  é m uito im portan te , pois, perm ite  que se  u tiliz e  poucos 
e lem en tos p a ra  re p re s e n ta r  o domínio.
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• V ariação  do va lo r requerido  p a ra  a norm a do resíduo , llrll, na solução do s is ­
tem a  de equações pelo Método de G rad ien tes Conjugados (equação A .32f). É razoável 
im por um lim ite  m áxim o p a ra  llrll em função  do va lo r da norm a do e r ro  de 
d isc re tiza ç ã o , llellE, em um dado passo  do p rocessam ento . Não in te re ssa  uma 
e levad íssim a p rec isão  da solução do s is tem a  de equações enquanto  o e rro  de d isc re ti­
zação  fo r  inace itáve l.
• 0  uso de o u tra s  técn icas  de p recondicionam ento  p a ra  o Método de G rad ien tes 
Conjugados. O m étodo de Jacobi, po r exem plo, tem  sido b a s ta n te  em pregado (Demkowicz 
e t  a l .,  1985). O u tra  a lte rn a tiv a  p a ra  m elh o rar a  e fic iên c ia  do m étodo em problem as 
m al condicionados é o uso de um m étodo d ire to  p a ra  a  solução do s is tem a  de equações 
no p rim eiro  passo  do p rocessam ento . Nos passos  segu in tes  o Método de G rad ien tes Con­
jugados s e r ia  usado p a ra  c o rr ig ir  a  solução o b tid a  em passos a n te r io re s .
• N este tra b a lh o  u tiliz o u -se  a norm a da en erg ia  p a ra  m edir o e r ro  de d is c re ti ­
zação . A pesar de e s ta  se r  a  escolha n a tu ra l, devido a  sua equivalência com a  norm a 
de HMQ), o uso de o u tra s  norm as tam bém  s e r ia  in te re ssa n te .
• Im plem entação das e s tr a té g ia s  a d a p ta tiv a s  desenvolvidas em um sistem a de com ­
pu tação  in te ra tiv o . D esta  fo rm a  se p e rm itirá  um a m aior p a rtic ip a çã o  do u su ário  nas 
tom adas de decisão  d u ran te  o p rocessam en to  a d a p ta tiv o  de um problem a.
• F inalm ente  p ro p o e-se  a  abordagem , u tiliz a n d o -se  técn icas  ad a p ta tiv a s , de ou­
t ro s  p rob lem as da m ecânica. No cam po da  m ecânica dos sólidos, po r exemplo, su g e re -se  
a  im plem entação  de elem entos que perm itam  o uso de m odelos h ie rá rq u ico s  p a ra  p ro b le ­
m as de p lac a s  e cascas  (Szabó & Sahrm ann, 1988, S urana  & Sorem, 1990).
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APÊNDICE A 
R esolução do Sistema de Equações
In tro d u ç ã o .
E xistem  pelo m enos t r ê s  raz õ e s  p a ra  se re so lv e r o s is te m a  de equações
A x  = b (A.l)
u tiliz a n d o -se  m étodos i te ra tiv o s , no caso  de versões a d a p ta tiv a s :
(a) A so lução  do passo  (ISTEP) a n te r io r  é uma ap rox im ação , x 0, m uito boa p a ra  
x*. P o r ta n to  x 0 pode s e r  u til iz a d a  como uma ap rox im ação  in ic ia l num procedim ento 
ite ra tiv o , ace le ran d o  a  velocidade de convergência do m étodo.
(b) Devido a  p e rd a  da c a ra c te r ís t ic a  de banda da  m a tr iz  g lobal, ao longo do 
p rocessam en to  a d a p ta tiv o , o uso de m étodos d ire to s , como a  e lim inação  de Gauss, to r -  
n a -se  in e fic ie n te  (Demkowicz e t  a l.,  1985).
(c) O uso de funções h ie rá rq u ic as , nas versões p  ou h - p ,  r e s u l ta  em sis tem as de 
equações bem condicionados, favorecendo  p o rta n to  o uso de m étodos ite ra tiv o s .
N este  tra b a lh o  u t i l iz a -s e  o Método dos G ra d ie n te s  Conjugados com 
p ré-cond ic ionam en to  po r decom posição incom pleta de Cholesky deslocada  (SICCG- 
Sh ifted  Incom plet Cholesky C onjugated G rad ien ts) p a ra  re so lv e r  o s is te m a  (A.l). As 
ro tin a s  u til iz a d a s  fo ra m  gen tilm en te  ced idas pelo Dr. R enato  C. M esquita.
0  m étodo dos g ra d ie n te s  conjugados tem  sido la rg am en te  em pregado  em conjunção 
com m étodos ad a p ta tiv o s . E ste  m étodo fo i a p re sen tad o  p o r H estenes & S tie ffe l, 
(1952). Na te o r ia , e le  é um m étodo d ire to  que reso lve  (A.l) em, no m áxim o, N e tap as  
( ite raçõ es), onde N é a  ordem  do s is tem a. Na p rá t ic a  os e r ro s  de tru n cam en to  compu­
tac io n a l d estro em  e s ta  p rop ried ad e , e, de qualquer m an e ira , N e ta p a s  é um núm ero 
excessivam en te  a lto . P o rta n to , ele  é um m étodo ite ra tiv o .
158
E ste  m étodo não e ra  m uito usado a té  m eados da década de 70, quando o desenvol­
vim ento de e s tra té g ia s  de p ré-condicionam ento  (M eijerink & Van V orst, 1977) to rn a ra m  
possível a  m odificação do s is tem a (A.l) p a ra  um s is te m a  onde o m étodo de g rad ie n te s  
conjugados funciona m elhor. 0  p ré-cond ic ionam ento  é e fe tu ad o  po r um a m a tr iz  que se 
ap rox im a de A-1 e assim , a  m a tr iz  do s is tem a  se ap rox im a da iden tidade , p a ra  a  qual 
o m étodo converge em uma única ite ração .
A segu ir é apresen tado , resum idam ente, o m étodo SICCG p a ra  m a tr iz e s  re a is  
s im é tr ic a s  positivas defin idas. P a ra  m aio res d e ta lh es  deve-se  p ro c u ra r , p o r  exem plo, 
Jacobs, (1980) ou M esquita, (1990).
O M étodo de  G ra d ie n te s  C onjugados p a r a  M a tr iz e s  R e a is , S im é tr ic a s , P o s i t iv a s  D e f in i­
d a s .
Seja Xj uma aproxim ação p a ra  a  solução do s is te m a  de equações (A .l). D efine-se
o resíduo  do sistem a p a ra  o veto r Xi por
r ,  = b -  Ax, (A.2)
D ese ja -se  ob ter um novo valor x 1+1 p a ra  o qual r 1+1 = 0. P a ra  is to , no m étodo 
dos g rad ien te s  conjugados, m in im iza-se a  fo rm a  q u a d rá tic a
h2 = r T A-1 r  (A.3)
onde r  = b -  Ax, x  e IRn, que é equivalente a
h2 = x TAx -  2 x Tb + bTA-1b (A.4)
P a ra  que o mínimo de h2 o c o rra  em r  = 0, é n ecessá rio  que A-1 s e ja  p o s itiv a  
de fin id a , is to  é, que A se ja  positiva  defin ida. S eja  pj um a d ireção  no espaço  IRn, 
en tão
Xj + apj (A.5)
d efin e  uma r e ta  que p assa  por Xj e tem  a  d ireção  P ro c u ra -se  um ponto  so b re  e s ta  
linha  p a ra  o qual h2 a tinge  um mínimo. Isto  o c o rre  p a ra
T T 2 -  0  <A-6 >
159
Sendo
r  = b -  AÍXj + ap j) = Tj -  aApj (A.7)
tem -se
5 ( h 2) 3 ( h 2) õ r  = T ! S r 
ô a  ô r  da r  da
= - 2 r T A_1A p 4
A
T= 2p j (aAp! -  rj)
^  A
, ô (h 2) . , .. ô ( h 2) ,onde — 5 ----  sim boliza  —^ ----- , k = 1 .......n.ô r  ô r k
P o rta n to , o mínimo o co rre  em
ap{  A pj -  p{ Ti = 0 (A.8 )
is to  é
T
a  = a, = — t  1 . r  1 (A.9)
1 P [  A
P o rta n to , o ponto
x i+i = x i + a iPi (A. 10)
com escolhido po r (A.9), m inim iza o e r ro  h 2  ao longo da d ireção  p r
R esta  o p roblem a de esco lher p t. No m étodo g rad ie n te  (S teepst D escent), pj é 
tom ado na d ireção  n eg a tiv a  do g ra d ie n te  da m edida de e r ro  h 2  (dada  p o r A.4), no pon­
to  Xj, is to  é
p, = -  V(h2) | = -  (2Ax -  2b) = 2 r  (A.ll)
X - X j
logo, pj é p a ra le lo  a  P o rta n to , pode-se  ad o ta r
Pi = r i (A.12)
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No m étodo de g rad ie n te s  con jugados p t é fe ito  tã o  próxim o quan to  possível da 
d ireção  r p porém , su je ito  à  r e s t r iç ã o  ad ic ional de s e r  A -conjugado (A -ortogonal) a 
to d as  a s  d ireções  de busca  p reced en te s , is to  é (L uenberger, 1969)
p I  A Pj_j = 0 (A .13)
Dai d e c o rre  a  p ropriedade te ó r ic a  de té rm in o  do processo  de busca em N ite rações: 
p ro c u ra -se  o mínimo de h2 em um espaço  N -dim ensional. h2 é um a função  q u a d rá tic a  das 
coordenadas do espaço e, p o r ta n to , se d ireçõ es  m utuam ente o rto g o n a is  são  escolhidas, 
ao longo das qua is  h2 é m inim izado, N d e s ta s  d ireções (ou d e s te s  v e to re s) form am  uma 
base do espaço  e, p o rta n to , após no m áxim o N passos, h2 = 0, o que im plica em r  = 0.
Suponha que se calculou x i+1 a  p a r t i r  de x t u tilizando  a  Equação (A. 10). A d i­
reção  p i+1 é selecionada de modo que
Pui = r i+i + PiPi (A-14)
onde /3j é escolhido de m ane ira  que p i+1 s e ja  A -conjugado a  p p is to  é
p }+1 A pj = 0 (A. 15)
S u b stitu in d o -se  a  exp ressão  (A.14) em (A.15), ob tém -se
p = : r..i-{, i A ..Pi (a . i6)
11 p 1 A p 
* 1  * 1
P ode-se  m o s tra r  (Jacobs, 1980) que e s ta  escolha de pj fo rç a , não som ente a  con­
dição (A.15), m as tam bém
A p j = 0 V i * j  (A. 17)
A prova de (A.17) exige que A s e ja  s im é trica . Se a  m a tr iz  não fo r  s im é tr ic a , os 
v e to res  de d ireção  de busca não s e rã o  necessa riam en te  m utuam ente  A -conjugados e o 
m étodo pode não converg ir em N ite raç õ e s .
P ode-se  m o s tra r  tam bém  (Jacobs, 1980) que:
r f  Pj = 0 p a ra  i > j (A.18)
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r ,  r j  = 0 p a ra  i * j (A.19)
P a ra  se  o b te r  o a lg o ritm o  fin a l do método, u tilizam -se  fo rm as  a lte rn a t iv a s  p a ra  
(A.2), (A.9) e (A.16). S u b stitu in d o s-se  (A.10) em (A.2), tem -se
r i+i = r i "  «iA Pi (A.20)
De (A.9), (A.14) e (A.18) o b tém -se
= ( r ,  + P i ^ p , . ! ) 1- r t 
p j  A P j P 1 A P i
(A. 21)
De (A.16), (A.20), (A.14), (A.19) e (A.18) ob tém -se
6, = ~ r i+i /« i_____
1 (r i + P i-iP i-i) ‘ (r i - r i + i) 7 ai
'l  + l-Tl+l
r 1 r  i 1
(A.22)
O a lgo ritm o  do m étodo de g rad ie n te s  conjugados é en tão  dado por:
1* (a) r 0 = b -  Ax0 




Tr ,  r ,
p 1 A p ■ i i
(A.23c)
3* x i+i = x i + aiPi
4* r i+i = r i -  aiA Pi
(A.23d)
(A.23e)
5- SE (r{ +i r l t l ) < c Houve convergência, PARE.
6 . (3, = - Ú t j - Q +L. i r* r
1 1
(A .23f)
7* Pi+i = r i+i + PiPi (A.23g)
8* i = i + 1 VÁ PARA 0  PASSO 2.
A velocidade de convergência  do m étodo de g rad ien tes  conjugados depende f o r t e -
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m ente  do condicionam ento  da m a tr iz , e, p o rta n to  é n a tu ra l  a p lic a r -se  um 
p ré-cond ic ionam en to  ao s is tem a de equações o rig ina l, is to  é, em vez de se reso lver 
(A .l), re so lv e -se
C_1A x* = C-1b (A.24)
onde o núm ero  de condição de C"'A é m elhor do que o de A. Se C_1 = A”1, en tão  o con­
d icionam ento  do s is te m a  é 1. Na p rá tic a , ach a-se  C_1 o m ais próxim o possível de A-1, 
sem  que o cá lcu lo  de C"1 se ja  m uito custoso. N ote-se  que não se  pode ap lic a r  o algo­
r itm o  de g ra d ie n te s  conjugados d ire tam en te  sobre  o s is tem a  (A.24) pois, mesmo que 
C_1 s e ja  s im é tr ic a , C_1A não o é necessariam en te . Supondo-se que C-1 se ja  positiva  
d e fin ida , p o d e -se  d e f in ir  C_1/2 s im é tr ic a  e positiva  defin ida  ta l  que
c - i/2 C-i/2  = c -1 (A.25)
E ntão
C1/2 (C-1A) C~1/2 = C~1/2 A C~1/2 (A.26)
é um a m a tr iz  s im é tr ic a  e positiva  defin ida. P o rtan to , ao invés de c o n sid e ra r o s is ­
tem a  (A.24), c o n s id e ra -se  o s is tem a
C"1/2A x  = (CT1/2 A C_1/2)(C1/2x) = (C"1/2b) (A.27)
ou
A x  = b (A.28)
o m étodo de g ra d ie n te s  conjugados é, en tão , aplicado ao s is te m a  (A.28). A Equação 
(A.2) to rn a - s e
£ j = C-1/2b -  (C-1/2 A C~1/2)(C1/2Xj) = C_1/2(b -  Ax,) = C '1/2r j  (A.29)
D efin e -se
p , = C1/2Pl (A.30)
Em p a ra le lo , pode-se  escrever a s  equações p a ra  as d iv e rsa s  va riáv e is  u tilizad as
pelo a lgoritm o (A.23), levando-se  em co n sid e ração  a s  igualdades a n te r io re s :
- 1 ( r T C " 1r  )a  = — ----------- a i  = - -r  * T . I ’ (A.31a)
“  £ J A P j P j  A p i
x 1+1 = x ,  + a t p,  x , + 1 = Xj  + (XiPj (A.31b)
£ 1 + 1  = £ i  "  - i -  B  r i+i = r i "  “ iA P i  (A.31c)
£ i  +i £ i  + i ' - T
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Êi = r T V : —  Êi = ( r  1 p i  g=! (A.31d)
- 1  - i  l i
Pi+i = £ i  + i + P lP i P i+i = + I^ P i (A.31e)
P o rtan to , o a lgo ritm o  (A.23) t ra n s fo rm a - s e  no segu in te  a lgo ritm o , quando o 
p ré-cond ic ionam ento  po r C-1 é e fe tuado :
1* (a) r 0 = b -  Ax0 (A.32a)
(b) Cz0 = r 0 z 0 = C-1r 0 (A.32b)
(b) p 0 = z 0 ,i = 0 * (A.32c)
T
2* a, = — S» . Z > (A.32d)
1 P |  A  p {
3* x i+1 = Xj + ajPj (A.32e)
4* r í+1 = r j  -  ajA pj (A.32f)
T5* SE ( r 1+1 r 1+1) < c Houve convergência , PARE.
6* (a) C z 1+1 = r 1+1 .-. z 1+1 = C_1r i+1 (A.32g)
T
(b) 0, = - r i +..l  (A.32h)1 r 1 zi 1
7 * Pi+i = z l+i + PiPi (A.32Í)
8* i = i + 1 VÁ PARA O PASSO 2.
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N ote-se  que, a  cada  ite ra ç ã o , além  das operações hab itu a is , é n ecessá rio  re so l­
ve r um sistem a de equações da fo rm a
Cz = r  (A.33)
P o rtan to , é e ssenc ia l que e s ta  reso lução  se ja  a  m ais sim ples possível. Quando 
se u til iz a  a  fa to r iz a ç ã o  incom pleta  de Cholesky, C é decom posta no p rodu to  de uma 
m a tr iz  tr ia n g u la r  in fe r io r  po r sua tra n s p o s ta , ou se ja
C = T Tt (A.34) 
Com isto , a reso lução  do s is tem a  (A.33) é f e i ta  em duas e tapas:
T w  = r  (A.35)
Tt z  = w  (A.36)
A fa to r iz a ç ã o  incom pleta  de Cholesky é sem elhante à  fa to r iz a ç ã o  com pleta , exce­
to  pelo fa to  de que os únicos elem entos que se rão  calcu lados na m a tr iz  T  são  os que 
ocupam  posições em que ex istem  elem entos não nulos na m a tr iz  A o rig in a l, is to  é
ty  = 0  se ay  = 0 (A.37)
Supondo-se ca lcu lados todos os elem entos da m a tr iz  T a té  a  linha i—1, os e le­
m entos da linha i são  ob tidos por
*U = k - Ê  tik tjk] /  h )  * j  -  i -  1 (A.38a)
'  k=l J
t a  = í a n -  [ 4 ]  (A.38b)
'  k = l '
Uma m odificação  do p rocedim ento  acim a consiste  em u t i l iz a r  um f a to r  de desloca­
m ento , <xs, p a ra  e sca lo n ar os e lem entos fo ra  da diagonal po r l / ( l+ a s). A fa to r iz a ç ã o  
incom pleta  pad rão  é e fe tu a d a , en tão , sob re  a  m a tr iz  m odificada. E s te  procedim ento , 
denom inado F a to riz aç ã o  Incom pleta D eslocada ("Shifted Incom plete F a to riz a tio n " )  m os- 
t r a - s e  b a s ta n te  e fe tivo , mesmo p a ra  pequenos va lo res de <xs, em p rob lem as que a p re ­
sen tam  convergência ru im  com a  fa to r iz a ç ã o  incom pleta pad rão  (M esquita, 1990).
